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)20.10.09-א (1שיעור 

,ℕ={1  ) קבוצת המספרים הטבעיים  1 2,3. ..}

קבוצת כל המספרים השלמים החיוביים

 עם עצמו מספר סופי של פעמים).1(כל המספרים המתקבלים בחיבור 

1
2


1

22


1

23


1

24
...

,ℤ={0,1,−1,2,−2  ) קבוצת המספרים השלמים  2 ...}

.0כל השלמים החיוביים, שלישיים, או 

- מספר סופי של פעמים).1 ו- 1(הם מתקבלים ע"י חיבור של 

0.123=
123
1000

}=ℚ  ) קבוצת המספרים הרציונלים  3
m
n

∣ m≠0, שלמים m ,n }

אלה כל המספרים שהם מנות של שלמים.

   ?0למה לא מחלקים ב-
1
0

נניח ש- 
1
0

=0

0x=1אז 

0=1ואז 

סתירה

לכן ההנחה ש-
1
0

הוא מספר לא נכונה ולכן 
1
0

לא מספר.
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מה לגבי 
0
0

?

נניח ש- 
0
0

=x0=0אזx

0=0

אבל אם נניח שקיים מספר כמו 
0
0

אז 
0
0

0⋅1=0ו- 1=

אז 
0
0

0⋅2=0ו- 2=

2=1ולכן 

זה שהגענו לתשובה נכונה לא אומר משהו על ההנחה עצמית.

הערות חשובות על הנחות

 לא נכונה.α שהוא שגויה, אז β ניתן להגיע לטענה αאם מתוך הנחה )1

  אוα שהוא נכונה, הדבר לא מצביע על נכונות של β מגיעים לטענה αאם מתוך הנחה )2
.αאי-נכונות של 

דוגמאות:

.0כפל ב-1=1נניח ש-)1
נכון.0=0

.0כפל ב-1−=1נניח ש-)2
נכון.0=0

נעלה בריבוע1−=1נניח ש-)3

נכון.1=1

לכם אם מגיעים למסקנה שהוא נכונה, לא ידוע אם ההנחה המקורית נכונה.
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האם יש מספרים אחרים ששונים מן הרציונלים?

2=
97. ....
......

=x

 במחשבון.2 לא יהיה שווה ל-x2אבל 

לא מספר רציונלי2טענה:

יש אך ורק שתי אפשריות:הוכחה:

1(2.רציונלי

2(2.לא רציונלי

 נכונה.  1נניח שאוצפיה 

2 כך ש- m,nרציונלי כלומר קיימים שני מספרים שלמים 2אז  =
m
n

m=2⋅nאז 

m2אז 
=2n2

לכל מספר טבעי יש הצבה יחידה כמכפלה של ראשוניים.

 יופיע מס' זוגי של פעמים.2אז באגף שמאל, אחרי הפירוק, הגורם 

באגף ימין אותו גורם יופיע מס' אי זוגי של פעמים.

אבל זאת סתירה ליחידות ההצבה של מכפלה

רציונלי2של ראשוניים, לכן ההנחה ש-

לא רציונלי.2לא נכונה ולכן בהכרח 

כל המספרים הרציונליים והאי-רציונליים}=ℝ  ) קבוצת המספרים הממשיים  4 }

 , אפשר להתאים מספר ממשי0 לכל נקודה על ישר שבו נקודה ראשית בסימון הערה חשובה:
  מן הראשית והוא מימין של הראשית, אז לנקודהxבאופן הבא.  אם נקודה נמצאת במרחק 

.x מן השמאל לו, נתאים לה את המספר x.  אם הנקודה במרחק xנתאים את מספר 

 לכל מספר ממשי מתאימה בנקודה אחת ויחידה על הישר ולהפך.לסיכום:

3

2 n2


פעם אחתמופיע מס'

זוגי של פעמים

המספר קיים



  (על ישר הממשים).המרחק של נקודה מן הראשית

d על הישר נסמן ב-xלכל נקודה  0, x .את המרחק שלה מן הראשית

dמתקיים: x ,0  = d 0, x = {
x x0
0 x=0

−x x0

ערך המוחלטהגדרה:

∣x∣ = { x x≥0 אם
−x x0 {אם

 מן הראשית.x מצביע על המרחק של נקודה x  הערך המוחלט של מסקנה:

∣2∣=2∣−3∣ = −−3 = 3

המרחק בין שתי נקודות על הישר

 ?b ל-a נקודות על הישר, מה המרחק בין a,bנניח ש- שאלה:

dנסמן  תשובה: a ,b-המרחק מa-ל b.

dאז0abאם  a ,b=b−a

dאז0baאם  a ,b=a−b

d a ,b={b−a a−b0
a−b a−b0}

dכלומר  a , b=a−b .לכל שני נקודות חיוביות
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abנניח 

 יהיו חיוביות.b+c ו-a+c כך ש-cאז קיים מספר 

)c=∣a∣∣b∣1(למשל אפשר לבחור 

אז לפי מה שראינו קודם מתקיים:

d ac , bc=∣ac−b−c∣=∣a−b∣

.a,bאבל זה גם שווה למרחק בין 

dלכן  a ,b=∣a−b∣

הוכחנו זאת לכל שתי נקודות שונות על הישר.

.a=bשוויון זה נכון גם כאשר 

d  על הישר הממשי,a,b לכל שתי נקודות מסנקה: a , b=a−b 
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)22.10.09-ב (1שיעור 

שורשים

 את ערך המוחלט של מספר כך:הגדרנו

∣x∣ = { x , x≥0 אם
−x , x0 אם

 מהראשית.x הוא המרחק של xוראינו ש-

32שים לב ש- 
−32=9 וגם 9=

9=−3וגם ש-9=3אבל אם נרשום ש-

.  לא רצוי.3−=3נקבל 

x2את הפתרון החיובי של המשוואה aמסמנים ב-a0לכל :הגדרה
=a.

.0=0בנוסף, מגדירים 

x2אז למשוואהa0אם :מסקנה
=a,יש בדיוק שתי פתרונות

aאחד חיובי

a−ואחד שלילי 

x2קשה להוכיח שלמשוואה a0אם :הערה
=a יש פתרון, לכלa.כזה 

, אז לא קשה להוכיח שכלaאבל אם מצאנו פתרון אחד, למשל 

.a−ו-aפתרונות המשוואה הם 

.x2=a פתרון למשוואה tנניח ש-:הוכחה

tאז  2
=a ולכןt 2

−a=0.

t 2
−a

2
)a0  (ההנחה היא ש-0=

t−ata =0

ta=0או t−a=0ואז 

t=−a  או  t=aולכן  
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מהושאלה: x2עבורx?ממשי כלשהו

:      לפי ההגדרה של השורש הריבועי,תשובה x2-הוא מספר לא שלילי שריבועו שווה לx2.

.x2 מספר לא שלילי שריבועו שווה ל-x חיובי, אז ברור ש-xאם 

).0 (שהוא x2 הוא מספר לא שלילי שריבועו שווה ל-0 אז x=0אם 

.x2-) הוא מספר חיובי שריבועו שווה ל-x שלילי, אז (xאם 

:מסקנה

 x2
={

x , x0 אם
0, x=0 אם

−x , x0 אם

:ולכן x2
=∣x∣

22:למשל
( כי במקרה זה 2= x2

= x ,x=2(

−22=−−2=2 כי במקרה זה ) x2=−x ,x=−2(

מה ניתן לומר על החישוב הבא?:שאלה

 −22 =[−22]
1
2=−21=−2

.בסיסים חיובים בלבד: חוקי החזקות תקפים להסדר הטענה

ax


b
=axb-נכון רק לa.חיובי 

.a=−2בפרט, חוקים אלה לא נכונים ל-
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תכונות הערך המוחלט

 ממשיים מתקיים:x,yלכל 

1.∣x∣≥0

2.∣x∣=0 אם ורק אםx=0.

3.∣xy∣=∣x∣⋅∣y∣

4.∣−x∣=∣x∣

5.∣x∣n
=∣xn∣ לכל)n(טבעי 

6.∣ x
y∣=

∣x∣
∣y∣

)y≠0 (לכל

7.∣x y∣≤∣x∣∣y∣("אי-שוויון המשולש“)

a−אם ורק אם x∣a∣אז a0אם .8 xa.

.x−aאו xaאם ורק אם x∣a∣אז a0אם .9

10.−∣x∣≤x≤∣x∣

:הוכחות

תוצאה מיידית מהגדרת הערך המוחלט..1

תוצאה מיידית מהגדרת הערך המוחלט..2

3.∣xy∣= xy 
2
= x 2


≥0

y 2

≥0

= x2
⋅ y2

=∣x∣⋅∣y∣

4.∣−x∣ = ∣−1 x∣ = ∣−1∣⋅∣x∣ = ∣x∣

5.∣x2∣=∣x⋅x∣=∣x∣⋅∣x∣=∣x∣2

∣x3∣=∣x⋅x2∣=∣x∣⋅∣x2∣=∣x∣⋅∣x∣2
=∣x∣3.'וכו

6.∣x
y∣=∣x⋅1

y∣=∣x∣⋅∣1
y∣

לפי (3(

=∣x∣⋅
1

∣y∣
=

∣x∣
∣y∣

x∣או "שיטת השבלול": 
y∣= 

x
y


2

= x2

y2
=  x 2

 y2
=

∣x∣
∣y∣

8



.a הוא קטן מ-0 מ-xאז המרחק ל-x∣a∣ ו-a<0אם .8

נימוק לפי ההגדרה.

=∣x∣ אז x>0ואם  x ולכן−a x0.

.xa−לכן x∣=−x∣ אז x<0ואם 

a−לכן בכל מקרה x∣a∣ ברור ש- x=0ואם  xa.

.∣x∣≤x≤∣x∣−לכן x∣≥0∣כי ∣x∣≤0≤x=∣x∣−לכן ∣x=∣x אזx≥0אם .10

לכן לפי חלק הקודם של ההוכחה נקבל ש-x≥0− אזx≤0אם 

−∣−x∣
−1 כפלב , כי x≥0

≤ −x ≤ ∣−x∣

−∣x∣≤−x≤x

∣x∣≥ x≥−∣x∣

מ.ש.ל.

7.
−∣x∣≤x≤ x

לפי 10

−∣y∣≤ y≤∣y∣

−∣x∣∣y∣≤x y≤∣x∣∣y∣
a>=0, 8 לפי

x∣ נקבל: 8לפי  y∣≤∣x∣∣y∣
a

קטעים על הישר הממשי

:a<bנניח ש-

1.[a ,b]={x∈ℝ∣a≤ x≤b קטע סגור{

2.a ,b={x∈ℝ∣axb}קטע פתוח

3.[ a ,b ={x∈ℝ∣a≤ xb}

4.a ,b ]={x∈ℝ∣a x≤b}

5.[ a ,∞ ={x∈ℝ∣x≥a}קרן סגורה ימינית

6. a ,∞ ={x∈ℝ∣xa}

7.−∞ , a ]={x∈ℝ∣x≤a }

8.−∞ , a ={x∈ℝ∣xa}קרן פתוחה

9.∞ ,∞=ℝ

9



בין כל שני מספרים רציונלים יש מספר אי רציונלי.

בין כל שני מספרים אי רציונלים יש מספר רצינולי.

אין לזה חשיבות ממש.
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)27.10.09-א (2שיעור 

צפיפות המספרים הרציונלים בישר הממשי

בין כל שני סמרפים ממשיים קיים מספר רציונלי.:  1  טענה 

aנניח ש-  , b∈ℝ-ונניח שab

.aqbכך ש-q∈ℚצ"ל שקיים מספר 

n∣a−b∣

אקסיומות:

.n⋅xd טבעי כך ש- nקיים d0ולכל x0: לכל   אקסיומת ארכמדס.1

 של מספרים טבעייםקבוצה לא ריקה: לכל ℕ ב-  אקסיומת הסדר הטוב.2
יש איבר קטן ביותר.

.d0לפי ההנחה ש-d=b−aנסמן הוכחת

:  1  טענה 

1( כלומר nd1 טבעי כך ש- nלפי אקסיומת ארכימדס קיים 
n
d.(

k⋅1 טבעי כך ש- kושוב לפי אותה אקסיומה קיים 
n
a.

l∈ℕ∣k}לכן הקבוצה 
n
a}.היא קבוצה לא ריקה של מספרים טבעיים

k כך ש- קטן ביותרkולכן לפי אקסיומת הסדר הטוב קיים 
n
a.

(המשך בדף הבא)
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akנוכיח כעת ש- 
n
b.

kידוע מעצם הגדרת 
n-שak

n-לכן נותר להוכיח שk
n
b.

b≤kנניח שזה לא נכון כלומר 
n.(הנחה)  

ak היה קטן ביותר עם התכונה ש-kמאחר ש-
n נובעk−1

n
≤a.(עובדה)   

k−1לכן מצאנו ש- 
n

≤ab≤k
n.

kלכן 
n
− k−1

n
≥b−a

−a ≤ −k−1
n

b ≤ k
n


1כלומר

n
≥d.

1 כמספר המקיים nסתירה לבחירה של 
n
d.

b≤kלא ייתכן ש- 
n ולכןk

n
b.

=qמצאנו ש- k
n מספר רציונלי המקייםaqb∎  .

להוכיח שבין כל שני מספרים ממשיים קיים מספר אי רציונלי.תרגול:

(בבית)
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המישור

ℝ
2
={ x , y  ∣ x , y ∈ ℝ }

 לכל נקודה במישור מתאים זוג
סדור יחיד של מספרים ממשיים ולהפך.

משוואה בשני נעלמים וקבוצות נקודות במישור

2xנתונה המשוואה   :  1  דוגמה  3y=0.

}הקבוצת כל פתרונות המשוואה היא  t ,−2
3
t  ∣ t ∈ℝ }

וזו קבוצה של נקודות במישור.

קבוצת הפתרונות הוא

,1 ו-(0,0הישר העובר דרך  −2
3

.

2x2נתונה המשוואה :  2  דוגמה 
 3y=0.

}הקבוצת כל פתרונות המשוואה היא  x ,−2
3

x2
 ∣ x∈ℝ },

פרובולה במישור.

אפשר לרשום את אותה קבוצה גם כך:
2
3

x2
=− y

y≤0זה מחייב ש-

x=±−3
2

y

{ ±−3
2

y , y ∣ y≤0 }
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xנתונה המשוואה :  3  דוגמה  2
 y2

=1.

הקבוצת כל פתרונות המשוואה

 שמרכז בראשית.1הוא מעגל ברדיוס 

ניתן לתאר את קבוצת הפתרונות כך:

{ x , ±1− x2 ∣ −1≤x≤1 }

y2:הסדר
=1−x2

⇔ x2
 y2

=1

−1( שהפתרון רק בתנאי ש- x2
)x≤1≥1−כלומר 0≤

y=±1−xואז  2

המרחק בין שתי נקודות במישור

לפי פיתגורס:הגדרה:

k 2
=c−a

2
b−d 

2

k=c−a2b−d 2

,x1לכן, באופן כללי המרחק בין שתי נקודות  y1-ו x2, y2במישור

d=הוא  x1−x22 y1− y22

אם שתי נקודות  x1 , 0-ו x2 , 0 הן על צירxאז 

d =  x1−x2
2

= ∣x1−x2∣

) (במישור) מהראשית הוא:x,yהמרחק של נקודה (:מסקנה

d= x−0
2
 y−0

2
= x2

 y2

x2פתרונות המשוואה 
 y2

הן כל הנקודות המקיימת 1= x2 y2=1

 מן הראשית (מעגל).1כלומר כל הנקודות שנמצאות במרחק 
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x1המרחק בין נקודה במרחב :הערה , x2 , x3 לבין הראשית0 ,0 ,0

d=הוא  x1
2
x2

2
 x3

2

d 2
= x1

2
 x2

2
x3

2

קבוצת הפתרונות של משוואהמסקנה:

בשני נעלמים הוא קבוצה של

נקודות על המישור.  (בדרך כלל

מקבלים עקומה מסיומת במישור).

תכונות של קבוצות במישור

:y לגבי ציר Aסימטריה של .1
מובטחת על-ידי התנאי:

xאם  , y ∈ A אז גם−x , y∈A.

}=Aלמשל:  x , x2
 ∣ x∈ℝ }=Aאו {  x ,∣x∣  ∣ x∈ℝ }

:xסימטריה לגבי ציר .2
xלכל  , y ∈ A גםx ,− y∈A

}למשל  x2, x ∣ x∈A }

x2וגם קבוצות הפתרונות של המשוואה 
 y2

= A

(היא סימטרית ביחס לשני הצירים).

סימטריה לגבי הראשית.3
xלכל  , y ∈ A גם −x ,− y ∈A.

}=Aדוגמאות: ta , tb ∣ t ∈ℝ }

x2וגם קבוצת הפתרונות של 
 y2

 בעלת נכונה זו.1−

x2אבל עבור 

2
 y2

3
- קבוצת הפתרונות הוא1=

סימטרית לגבי שני הצירים וגם לגבי הראשית.
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)29.10.09-ב (2שיעור 

פונקציות

 )תחום הגדרה (הנקראת A איבר קבוצה לכל  היא התאמה שמתאימה fפונקציה :הגדרה
).טווח (הנקראת B בקבוצה אחד ויחידאיבר 

נוהגים לסמן פונציה הזו גם כך:

f : A  B

  בתחום הגדרה מתאים איבר אחד יחיד בטווח, נוכל לסמןxמאחר שלכל איבר 
f  ב-fאת האיבר המתאים לו בטווח על-ידי x∈Aבגלל זה עבור כל  x . 

  ).f ע"י x(איבר זה נקרא גם התאמה של 

x נקרה מקור של f x 

:דוגמאות

1.f 1=a
f 2=a

זו פונקציה.
היא מקיימת כל תנאי ההגדרה.

2.f 1=a

לא פונקציה.

 השייך לתחום לא מתאים כלום.2ל-

3.f 1=a , b

לא פונקציה.
 שבתחום מתאימים שני איברים בטווח.1ל-
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גרף של פונקציות

fהגרף של הפונקציה :הגדרה : A  B:מוגדר כך

G f ={  x , f x ∣ x∈ A לכל }

fהגרף של פונקציה :מסקנה : A B כאשר )A , B⊆ℝהוא קבוצה של נקודות ( 
=yבמישור.  היא בעצם קבוצת כל פתרונות המשוואה  f  xכלומר, הגרף)  . 

xמורכב מקובצת כל הנקודות  , y  שבהןy= f  x.

הגרף של הפונקציה : דוגמאות

f : 0,1 ]0,∞

  f x =1
x 

נראה כך:

A הגרף של פונקציה :באופן כללי ,B⊆ℝ ∣ f : A  B

אבל לא יכול להיות עקומה כזו:יכול להיות עקומה במישור.

כמסקנה מהגדרת הפונקציה מקבלים את:

מבחן הקן האונכי לאמת גרף של פונקציה

 באותה נקודותxבכל נקודה שבתחום ההגדרה, קו המאונך לציר :הגדרה
חותך את הגרף בנקודה אחת בלבד.

לא גרף של פונקציה:    גרף של פונקציה:לכן:
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תכונות פשוטות של גרפים של פונקציות

.yסימטרייה ביחס לציר .1

fהתנאי הוא  x = f −x 

זוגיתנקראת   fפונקציה :הגדרה
fאם   x= f −x 

 בתחום הגדרה.xלכל 

  זוגית אם ורק אםf:מסקנה
. yהגרף שלה סימטרי ביחס לציר 

:דוגמאות
f x =x2

f x =13x2
5x2 )x יש רק חזקיות זוגיות של)

f x =∣x∣= x2

f x =cosx=1−x2

2!
x 4

4!
−x6

6 !
... (נדע למה בהמשך(

סימטרייה ביחס לראשית..2

fמובטחת על ידי  −x =− f  x

אי זוגיתנקראת   fפונקציה :הגדרה
fאם  −x =− f  x 

 בתחום הגדרה.x לכל 

  אי זוגית אם ורק אםf:מסקנה
הגרף שלה סימטרי ביחס לראשית.  

:דוגמאות
f  x =x
f  x =x2

f  x =x3
− x

f  x =sinx=1−x3

3 !
x5

5 !
−x7

7 !
...

=gהקשר בין הגרף של .3 f  x-ו g=− f  x 

−=yהגרף של  f  x  הוא שיקוף ביחס לצירx של הגרף של g = f x .

זו נקודה של הגרף
y= f  x

זו נקודה של הגרף
y=− f  x 
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=gהקשר בין הגרף של .4 f  x-ו g= f −x 

זו נקודה
על הגרף

=yשל f −x 

נסמן
g= f x 
g= f −x

על הגרףעל הגרף
gשלfשל 

 מתאימה נקודה סימטריתgלכל נקודה על הגרף של 
.f על הגרף של yלה היחס לציר 

=yהגרף של :מסקנה f −x מקבלת על ידי
=y של הגרף של yשיקוף לציר  f  x.

:דוגמה

=yהקשר בין הגרף של .5 f  x לבין הגרף של y= f  x c

fלכל נקודה   x  על הגרף שלxמתאימה 
xנקודה  , f  x c .על הגרף של הפונקציה השנייה

=yלכן הגרף של  f  xcמתקבל על ידי
=yהזזה של הגרף של  f  x-ב  c  במקביל לציר ה-   יחידות y.
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=yהקשר בין הגרף של .6 f  x לבין הגרף של y= f  xa

למשל:
f  x =x2

f  x1=x1
2

xאם  , f  xa נקודה על הגרף שלy= f  xa
t−aאז הנקודה הנ"ל היא t=xaאז נסמן  , f t נקודה על -

=yהגרף של f  xa כאשרt , f t על הגרף שלf .

t: אםלכן , f t  נקודה על הגרף שלy= f  x
t−aאז , f t  נקודה על הגרף שלy= f  xa.

גרף של
y= f  x

גרף של
y= f  xa

=y: הגרף של מסקנה f  xaמקבלת על ידי
=yהזזת הגרף של f  x)-ב  a  במקביל לציר ה-  -) יחידות x.
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)03.11.09-א (3שיעור 

הן פונקציות בעלות גרף שהיא קו ישר במישור.פונקציות לינאריות הגדרה:

f, ז"א y=x:דוגמה x =x

x>0מכאן נובע שאם למשל 

fאז הגרף של  x =ax:נראה כך

f x=0

f 1=a

f 2 =2a

.aז"א קו ישר דרך הראשית בשיפוע 

fהגרפים של הפונציות מסקנה: x =aמייצגים את כל הישרים במישור

.yהעוברים דרך הראשית למעט ציר 

) שלyכל ישר אחר מתקבל על ידי הצצה (למשל במקביל לציר 

)xישר דרך הראשית לכן כל ישר במישור (למעט אלה שמאונכים לציר 

.y=axbהוא גרף של פונקציה מהצורה 

fפונקציה לינראית היא פונקציה מהצורה :הגדרה x =axb אוy=axb.

הערות:

בין הגרפים של הפונקציות הנ"ל.1
.xנמצאים הישרים המקבילים לציר 

f x =b כאשרx=0.

xהישרים המאונכים לציר ה-.2
אינם כלולים בגרפים של הפונקציות הלינארית.

(הם לא יכולים להיות גרפים של פוצקיה).

xעדיין נאמר שהמשווה של הישר המאונך לציר 
))x,c (ז"א הנקודה (x=c.  (יש להבחין בין הנקודה x=c) היא c,0בנקודה (

).x0y=c שבו, הכוונה לפתרונות המשוואהx=cלבין הישר 
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axbyc=0הישרים במישור (כולם!) מיוצגים על ידי משוואה מהצורה :מסקנה

)0 (לא שניהם שווים ל-a2b2≠0כלומר a∣∣b∣≠0∣כאשר 

−=yנקבל b≠0אם  a
b

x− c
b.ישר שהוא גרף של פונקציה ,

−=xאז a≠0ו-b=0אם  c
a ישר מאונך לציר ,x.

השינוי שחל בפונקציה כאשרהערה:

x-משתנה מ x xל-1 הוא2

f x 2− f  x1

x משנה מ-xהשיפוע הממוצע של הפונקציה אשר  xל-1 הוא2

f  x2− f x 1

x2−x 1

  פונקציה לינארית אז השיוני היחסי שלה בכל קטע הוא קבוע.fאם :טענה

:הוכחה
f x 2− f  x1

x2−x1

=
ax2b−ax1b 

x2−x 1

=a
x 2−x1

x 2−x1

=a

a.(הרגף) נקרא שיפוע הישר 

פונקציות ריבועיות

fפונקציות מהצורה :הגדרה x =ax2bxc)a≠0 פונקציות ריבועיות) נקרא.

fדוגמה: x =x 2

 (כי זו פונקציה זוגית).yגרף סימטרי לציר ה-
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באופן כללי, ניתן לרשום כך:

ax2bxc
=a x 2

 b
a

x c
a


=a [x 2 b
a


ריבוע

 c
a
− b2

4a2
קבוע

]

=a  x b
2a


2
a  c

a
− b2

4c2


קבוע

הגרפים של:מסקנה

הפונקציות ריבועיות

f x =ax2bxc

)a≠0(

f: הרגף של הערה חשובה x =x b
2a


2

.y=x2היא הזהה של גרף הפונקציה 

, כך יהיהx=0סימטרי ביחס לציר y=x2לכן, כפי שהגרף של 

y=xהגרף של  b
2a


2

xסימטרי ביחס לישר  b
2a

)x=0(שהיא ההזזה המתאימה של הישר 

=yמה התנאי שגרף הפונקציה שאלה: f  x 

?x=cהיא סימטרי ביחס לציר 

f:תשובה ct = f c−t  לכלt

 בתחום הגדרה.c+t ו-c-tשעבורו 

−זו הצצה ב- b
2a במקביל לצירx.

fהגרף של הפונקציה :מסקנה x =ax2bxc ביחס לישר סימטריהוא x=− b
2a.

−=x ב-ערך קטן ביותרלפונקציה זו יש b
2a כאשר a0

.a0 בנקודה זו  כאשר ערך גדול ביותרו
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הסדר אלגברי

ax2
bxc=a [ x2

 b
a


ריבוע

 c
a
− b2

4a2
קבוע

]

−=xלכן לביטוי שבסוגריים יש ערך מינימלי מוחלט כאשר  b
2a.

ax2bxcלביטוי כולו a0ולכן כאשר   יש מינימום עבורx=− b
2a

−=xאז לביטוי יש מקסימום עבור a0ואם  b
2a.

 במישור היא גרף של פונקציה ריבועית.פרבולההגדרה:

?ax2bxc=0כיצד פותרים את הריבוע :שאלה

)x(מהן נקודות החיתוך של הגרף עם ציר 

aהמשוואה הנ"ל שקולה ל-   x b
2a


2
 b2

−4ac
4a2

=0

xכלומר  b
2a


2
= b2−4ac

4a2

)( קוראים לו דלתא - b2−4ac≥0לכן אם 

xנקבל ש-  b
2a

=± b2
−4ac
4a2 כלומרx b

2a
=±42

−4ac
2∣a∣

מותר לוותר על הערך המוחלט).±(בגלל ה-

x=−bלכן 
2a

 b2
−4ac
2a

ax2bxc=0למשוואה =b2−4ac0אם :מסקנה

xיש שתי פתרונות שונים  1, x 2=
−b±b2−4ac

2a

xיש פתרון יחיד =0אם  1=x2=− b
2a

אין פתרון.0אם 

xאז ≤0להוכיח שכאשר :תרגול 1x2=−b
2a-וx 1⋅x 2=

c

a(רמז: הצבה)  .
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לדוגמא:

x22−5≥−5

x=-2המינומים מתקבל כאשר 



)05.11.09-ב (3שיעור 

פונקציות ריבועיות (המשך)

xאם טענה: 1, x ax2bxc=0פתרונות למשוואה 2

xאז 1x2=−b
2a-וx 1⋅x 2=

c

a.

 של הקודקוד היאxהשיעור 

ההממוצע החשבוני של השורשים.

x1x2

2
= −

b
2a

הפירוק לגורמים של ביטוי ריבועיטענה:

xאם  1, x ax2bxc=0פתרונות למשוואה 2

ax2bxc=aאז   x−x1x−x2

הוכחה:
ax2bxc=a x 2 b

a
x

−x1x2 

 c
a

x1⋅x2

=a [ x2−x1x2 xx1 x2]=a x−x1 x−x2

3x210x3=0:דוגמאות

x 1,2=
−10±100−36

6

x 1=
−10−8

6
=−3 x 2=

−108
6

=− 1
3

=3 x3x 1
3
=x3 3x1

2x210x3

x 1,2=
−10±100−24

4
=−10±219

4
=−5±19

2

=2  x5
19

2
 x5−

19
2


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פונקציות טריגונומטריות

1מעגל טריגונומטרי הוא מעגל ברדיוס :הגדרה

שמרכזו בראשית הצירים.

לכל זווית מתאים מספר ממשי אחד ויחיד

שהוא אורך הקשת שהזוית הנ"ל נשענת עליה

בזוית מרכזית במעגל הטריגונמטרי.

.רדיאניםהמספרים הנ"ל הם מספרים ממשיים הנקרים 

הקשר בין רדיאנים וזויות

אורך הקשת
זויתבמעגל הטריגונמטרי

2~360 ˚

1~180
  ˚= 360

2 ˚

x~ 180x
  ˚

~180 ˚


2
~90 ˚


180

~1 ˚
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  )  sin  פונקציות הסינוס (

sin מגדירים את xלכל זוית הגדרה: x

 של הרדיוס המתאיםyכהיטל על ציר 

 במעל הטריגונמטרי.xלזוית המרכזית 

:תכונות

1.−1≤ sinx≤1 כלומר )   ∣sinx∣≤1(

2.sinx=0כאשרx=k k ∈ℤ

sinx=1כאשרx=

2
2k k ∈ℤ

sinx=−1כאשרx=−

2
2k k ∈ℤ

x,sinלכל .3 x2=sinx

sin2פונקציה מחזורית עם מחזור 

x ,−sinx=sinלכל .4 −x 

sinפונקציה אי זוגית.

  sin  הגרף של 
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f  אי זוגית   

f −x =− f  x



  cos  פונקציה 

 הואx ,cosxלכל מספר ממשי הגדרה:

xהיטל הרדיוס המתאים לזוית 

.xבמעגל הטריגונמטרי על ציר 

תכונות:

)cosx∣≤1∣   ( כלומר x,−1≤cosx≤1לכל .1

2.cosx=0כאשרx=
2
2k k ∈ℤ

cosx=1כאשרx=2k k ∈ℤ

cosx=−1כאשרx=2k1k ∈ℤ

x,cosלכל .3  x2=cosx

cos2פונקציה מחזורית עם מחזור 

x ,cosx=cosלכל .4 −x 

cos.פונקציה זוגית

5.cosx=sin  

2
x:ולכן ,

− מתקבל ע”י הזזה ב-cosהגרף של .6

.x במקביל לציר sinשל הגרף של 2

sin:טענה 2 xcos2 x=1 (משפט פיתגורס)
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f  זוגית   

f x = f −x 



  tan  הפונקציה 

≠x, ש-xלכל מספר :הגדרה 

2
k  , k ∈ℤ

tanxמוגדר כאורך הקטע הנוצר 

על המשיק של מעגל הטריגונמטרי

 והדריוסx) ע"י ציר 1,0בנקודה (

.xהמתאים ל-

tanx
1

=
sinx
cosx

:תכונות

1.tanx=−tan  x לכלxבתחום ההגדרה 

tan.היא פונקציה אי זוגית

tanהוכחה:  −x=sin
−x 

cos
−x=

−sinx
cosx

=−tanx

2.tan  x=tanx לכלxבתחום ההגדרה 

cosפונקציה מחזורית עם מחזור

  tan  הגרף של 
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x

f

+2.0 +5.0 +8.0−2.0

−3.5

−3.0

−2.5

−2.0

−1.5

−1.0

−0.5

+0.5

+1.0

+1.5

+2.0

+2.5

+3.0

+3.5

−/2 /2



  cot  הפונקציה 

x≠k, ש-xלכל מספר :הגדרה  , k ∈ℤ

cotxהוא אורך הקטע הנוצר על

) על0,1המשיק המעגל הנקודה (

 לביןyמעגל הטריגונמטרי בין ציר 

.xהרדיוס המתאים ל-

:תכונות

1.cotx=
cosx
sinx

 בתחום ההגדרהxלכל  

2.cotx=−cot  x  לכלxבתחום ההגדרה 

tanהיא פונקציה אי זוגית.

3.cot x=cot לכלxבתחום ההגדרה 

cosפונקציה מחזורית עם מחזור

  cot  הגרף של 
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קשרים בין פונקציות טריגונמטריות

1.f x±=± f  x הסימן שלf ברביע של ±x

2.f  

2
±x =±cof x  הסימן שלf ברביע של 

2
±x

3.f  3

2
±x =±cof  x  הסימן שלf 3 ברביע של

2
±x

fנכון לכל פונקציה טריג 

למשל:

1.sin x =−sinx

2.cos  3

2
−x =−sinx(ריבוע שלישי)
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)10.11.09-א (4שיעור 

פעולות עם פנקציות

fנניח ש-:הגדרה : Aℝ-וg : B ℝ כאשרA , B⊆ℝ

 ומוגדרת כך:f+g הנ"ל הוא הפונצקיוה המסומנת ב-חיבור הפונקציות.1

f g : A∩B ℝ
 f g  x = f  x g  x לכלx∈A∩ B

 ומוגדרת כך:fg הנ"ל היא הפונקציה המסומנת ב-כפל הפונקציות.2

fg : A∩ Bℝ
 f ⋅g x = f x ⋅g  x 

fאם למשל :מקרה פרטי x =c פונקציה קבועה שמוגדרת לכלxאז 

 f ⋅g=c⋅g

c⋅gונקבל ש-  : B ℝ
cg  x =cg xלכל x∈R

f של שתי פונקציות הנ”ל מסומנת ב-המנה.3
g:ומוגדרת כך

f
g

: A∩ B∩{x∈ℝ ∣ g  x≠0 } ℝ

 f
g  x =

f  x 

g x 

fבאמצעות הפעולות שהגדרנו ניתן ליצור מהפונקציות הערה:  x =x

, את הפונצקיות הבאות:xוהפונקציה הקבועות שמוגדרות לכל 

הפונקציות הפולינומליות.1

P  x :ℝℝ

P x =a0a1 xa2 x2
...an xn

.xהיא המקדמה של החזקה ביותר של an≠0אם 
Pנאמר ש-  x  פולינום במעלהn.
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:הפונקציות הרציונליות.2

אלה הן כל הפונקציות מהצורת

 h  x  =
P x

Q x 

Pכאשר   x -וQ  x.פולינומים

 הואhתחום ההגדרה 

ℝ ∖{x∈ℝ ∣ Q x =0 }

ℝ∩{x∈ℝ ∣Q x≠0 }

למעט מספר סופי של נקודותℝ מוגדרת ב-h אינו פולינום האפס אז Qאם 
Q(למשוואה x=0.(יש רק מספר סופי של פתרונות

hלמשל   x =
x5

5x3
x3

−2x2
3x−2

 פונקציה רציונלי.

הרכבת פונקציות

fנניח ש-:הגדרה : Aℝ-וg : B ℝ:מגדירים את הפונקצית ההרכבה כך  .

g⋅ f {x∈ A וגם f x ∈B }ℝ

 g⋅ f x =g  f  x לכלxבתחום ההגדרה 

כלומר  g⋅ f  x  מוגדר בכל תחום שלf 
fשעבורו   x  שייך לתחום של g.

fדוגמה: :ℝ∖{2 }ℝf  x = x
x−2

g :ℝ ∖{1 }ℝg  x= x1
x−1

g ° f x  = g  f x  = g  x
x−2



=

x
x−2

1

x
x−2

−1
=

2x−2
x−2

2
x−2

= 2x−2
2

= x−1
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g תחום ההגדרה: ° f מוגדרת לכלxשעבורו f x מקייםg  f  xכלומר ,x≠2

fוגם  x  בתחום שלg כלומר ,f  x ≠1

fושים לב ש-  x =1 כאשרx= x−2 ⇐ x
x−2

וזה לא קורה.1=

⋅gלכן תחום ההגדרה של  f הואℝ∖{2 }

גבול של פונקציות בנקודה

דיון מקדים:

fנניח ש-.1  x =2x1

fככל שנציב ב-  x  ערכים שלx-1 קרובים יותר ל
2

fנקבל ערכים של   x -2קרובים יותר ל.

 ככל שנרצה2נשים לב שניתן בדרך זו להתקרב ל-

1על-ידי הצבת ערכיים מספיק קרובים ל-
fב-2  x 

 שנרצה, ניתן2כמו כן, נשים לב שלכל מידה של קרבה ל-
f שבו2למצוא קטע מסביב לנקודה  x -כל עבור 2קרוב כרצוננו ל x.בקטע 

(כל ערכי הפונצקיה קרובים ולא רחוקים).

2.f x = 4x2
−1

2x−1
=

2x 1  2x−1

2x−1

≠xהפונקציה מוגדרת לכל  1
fו-2 x =2x1לכלx≠ 1

2.

גם במקרה זה לכל מידה של קירבה שנרצה,

1ניתן למצוא קטע מסביב ל-
שבו כל הערכים2

fשל x -במידה שנרצה,2קרובים ל 

fלמעט   1
2

.שלא קיים
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3.f x ={
4x2

−1
2x−1

x≠ 1
2

1 x=
1
2

.x פונקציה שמודגרת לכל 

1 קרוב ל-xמה ניתן לומר על התנהגות הפונקציה כאשר 
2?

fתשובה: אומנם   1
2

=1אבל לכל נקודה

1שקרובה ל-
1ושונה מ-2

.2, ערכי הפונקציה קרובים ל-2

בשלישת המקרים הנ"ל, נאמר:הערה

=xשלפונקציה יש גבול בנקודה  1
.2והוא שווה ל-2

limיוסמן 
xa

f x =2.

:עוד הערות

fכדי לדבר על גבול של פונקציה .1 x  בנקודהx=a ,f x חייבת להיות 
 עצמו.aמוגדרת מסביב לנקודה אך הוא לא חחבית להיות מוגדרת ב-

 aהגבול עצמו מתאר את התנהגות הפונקציה בסביבת הנקודה .2
ללא תלות לערך הפונקציה בנקודה.

Iסימון: a
.aסימון לקטע פתוח נקוב שמרכזו ב-*

I a
*

= a− , a∖{a }

= a− , a∪a ,a

.a  כלומר קטע פתוח פחות 

גבולמושג ה:הגדרה

.a למעט אולי aפונקציה מוגדרת בקטע פתוח שמכיל את הנקודה fנניח ש-

.  נסמן:a  בנקודה f  הוא גבול של Lנאמר שמספר 

lim
xa

f  x = L

0,Iאם לכל a
∣כך ש-* f  x− L∣לכל x∈ I a

*
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Iיש קטע 0כלומר, לכל מידת קרבה  a
,xשבו, לכל *

f x -קרוב לL עד כדי .

L− f  x L
− f x −L

∣ f  x− L∣
=xשל  I a

*

limנוכיח ש-  דוגמה:
x  1

2

4x2
−1

2x−1
בעזרת הגדרת הגבול.2=

fידוע ש-  x =2x1 לכלx≠ 1
2.

Iיש קטע 0צ"ל שלכל  1
2

*
∣כך ש-  f  x−2∣ לכלx∈I 1

2

*
.

x∈Iלכל 2x1−2∣∣(כלומר,  a
∣2x−1∣, או * 1

2,

∣x−1
2∣


2 ,1

2
−


2
x 1

2



2(

Iנבחר 0לכן בנתן  1
2

*
= 1

2
−


2

, 1
2



2
={1

2
}.

x∈Iאז לכל  a
∣מתקיים * f  x−2∣

ולכן לפי הגדרת הגבול 
lim
x  1

2

f  x =2
.
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a למעט אולי a  מוגדרת בקטע פתוח שמכיל את f אם:הגדרה

lim אז
xa

f x= L אם לכל0קיים קטע פתוח נקובI a
*

∣כך ש-  f  x− L∣לכלI a
*.

יחידות הגבול

 אז הגבול הוא יחיד.aאם יש לפונקציה גבול בנקודה :משפט

).a (פרט אולי ל-a  מוגדרת בקטע פתוח המכיל את fנניח ש-:הוכחה

limונניח ש-
xa

f x= L וגםlim
xa

f  x= L1.

I, קיים קטע נקוב0לפי הגדרת הגבול, אם נבחר a
*

∣כך ש- f  x− L∣
∋xלכל 2 I a

*.

J, קיים גם קטע נקוב לפי אותה ההגדרה, סביב אותה  a
*

∣שבו  f  x− L1∣

x∈Jלכל 2 a

*

Jאם  a
*
∩ I a

*
≠∅

.aאז גם זה קטע פתוח נקוב סביב 

x∈Jלכן קיים  a
*
∩I a

∣ זה נקבל xעבור * f  x− L∣
∣וגם 2 f  x− L1∣


אז 2

∣L−L1∣=∣L− f x  f  x −L1∣≤∣L− f x ∣



2

∣ f x −L1∣




2

 
2
 

2
=

∣L−L1∣לכל L−L1∣∣מתקיים ש-0 לכלכך הוכחנו ש

הוא מספר אי-שלילי שקטן מכל מספר חיובי אפשרי.

L−L1∣=0∣, לכן 0המספר היחיד בעל תכונה זו הוא 

.L=Lnולכן L−L1=0ולכן 
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A על קבוצה חסומה  נקראת fפונקציה :הגדרה

∣ כך ש-M>0אם קיים  f  x∣Mלכלx∈A.

f:דוגמה x = 1
2x−10]בקטע, 1

3
מתקיים[

0≤x≤1
3

0≤2x≤2
3

−1≤2x−1≤−1
3

−3≤
1

2x−1
≤−1

≥3−לכן f x ≤3 לכלx∈[0, 1
3
]

∣כלומר f  x∣≤3ולכן  ∣ f  x∣4לכלx∈[0, 1
3
]

 בקטע.  חסומהf לכן

,0 בקטע לא חסומה  fנוכיח ש- 1
2
⊛  .

∣  כך ש-M>0נניח שקיים  f  x∣M לכלx∈0, 1
2


xאבל נבחר = 1
2
− 1

2M זה בקטע כי)M>1(

M  בביטויx[[איך?  נבודד  =∣ 1
2x−1∣ ונראה אםx [[בקטע.  נראה למה זה טוב 

 ועדיין ⊛ יהיה נכון.M+1 אחרת נחליף אותו ב-M>1אפשר להניח ש-

,x∈0אז  1
2
 מתקיים∣ f  x∣=∣ 1

2  1
2
− 1

2M
−1∣=M

∣סתירה להנחה ש- f  x∣Mלכלx∈0, 1
2

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)1(
0ab
1
b


1
a

)2   (אז
ab0

0−b−a

): 1 לכן לפי (
−1⋅ 1

−a
 1

−b
1
a


1
b



.  חסומהfבו  שa אז קיים קטע פתוח נקוב סביב aיש גבול בנקודה   fאם ל-משפט:

limנניח ש-:הוכחה
xa

f  x= L

Iקיים קטע=1לפי הגדרת הגבול עבור a
*

∣כך ש- f  x− L∣1לכלI a
*.

1−לכן  f  x −L1

L−1כלומר  f  xL1 לכלx∈I a
*

Mנסמן  =maxL−1, L1

∋xאז לכל  I a
M−מתקיים * ≤L−1 f  x L1≤M

∣לכן  f  x∣M לכלx∈I a
  חסומה.fולכן *

lim:דוגמה
x  1

2

1
2x−11קטע פתוח שמכיל את בשום לא חסומה כי הפונקציה לא קיים

2.

limאם :משפט
xa

f x  = L0

Iאז קיים קטע נקוב a
fכך ש-* x  L

∋xלכל2 I a
*

 הוא חיוביa(ולפי כך, אם הגבול של פונקציה בנקודה 

 אז קיים קטע נקוב סביב הנקודה שבו הפונקציה חיובית).

limנניח ש-:הוכחה
xa

f x= L0

=אז לפי הגדרת הגבול עבור L
2

0

Iקיים קטע נקוב a
∣כך ש-* f  x− L∣≤ L

2
=לכלx∈ I a

*.

אז 
 L ∖ −

L
2

 f x− L
L
2

x∈I a
* לכל L

2
 f  x



3L
2
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limאם :משפט
xa

f x  = L0

f שבוaאז קיים קטע פתוח נקוב סביב  x  L
 בקטע.xלכל 2

−=(שבו הוכחה דומה L
2

0(

.  גבול באותה נקודהfלא מובטח שיש ל-, a  חסומה בקטע פתוח נקוב סביב fאם הערה:

f:דוגמה x = x
∣x∣ מוגדרת לכלx≠0

∣מתקייםx≠0לכל f  x∣=∣ x
∣x∣∣=

∣x∣
∣∣x∣∣

=
∣x∣
∣x∣

=1

∣לכן f  x∣2 לכלx=0.ולכן חסומה 

.x  חסומה בכל קטע פתוח שמכיל את fבפרט 

limהאם קיים 
x0

x
∣x∣?

lim כך ש-Lנניח שקיים 
x0

f x = L.

Iקיים קטע0אז לכל 0
∣כך ש-* f  x− L∣לכלx∈ I 0

*

=1למשל עבור
Iנקבל קטע שקיים2 0

∣כך ש-* f  x− L∣1
x∈Iלכל2 0

*

Iב- 0
x20ונקודהx10) יש נקודה0(שהוא קטע פתוח נקוב המכיל את *

∣אז  f  x− L∣ 1
∣וגם 2 f  x− L∣ 1

2.

L∣−1∣כלומר  1
−1−∣ ו-    2 L∣ 1

L1∣1∣   ( זה כמו 2
2(

−1
2
1−L 1

2

−1
2
1L 1

2

סתירה 21

lim  כך ש-Lלכן לא קיים 
x0

f x  = L.
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limלפי הגדרת הגבול :הערה
xa

f x =0פירושו

Iקיים קטע נקוב 0שלכל  a
∣כך ש-* f  x∣ ⊛ לכלx∈I a

*

∣( זה כמו  f  x−0∣(

limלכן, מפני ש-
xa

f x = L שקול לפי ההגדרה לכך שלכל0קיים קטע 

I a
כך ש-*

∣ f  x− L∣
g

 x
x∈Iלכל  a

*

lim⊛ ש-נקבל מ-
xa

f x − L=0.ולהפך

lim:מסקנה
xa

f x =c אמ"םlim
xa

 f  x −L=0

גבולות וערכים מוחלטים

limמשפט:
xa

f x  = lim אמ"ם 0
xa

∣ f  x∣ = 0

lim:הוכחה
xa

f  x=0אמ"ם לכל0 קיים קטע נקובI a
∣∣כך ש-* f x ∣−0∣

x∈I לכל  a
∣וזה שקול ל-* f  x∣לכלx∈ I a

* .

limכלומר לכך ש-
xa

f x =0

limלהוכיח שאם :תרגיל
xa

f x = L אז lim
xa

∣ f x ∣=∣L∣.

∣∣a∣−∣b∣∣רמז:  ≤ ∣a−b∣.אי-שייון המשולש ,
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limאם :הערה
xa

∣ f x ∣= Lלא מובטח קיום שלlim
xa

f  x

f:דוגמה  x = x
∣x∣

lim
x0

∣ f x ∣ = lim
x 0

∣ x
∣x∣∣ = lim

x 0

∣x∣
∣x∣

= lim
x 0

1 = 1

limאבל 
x0

f x.לא קיים

   ∣ f  x∣       f x 

פונקציות חסומות והשיבי גבולות

limהוכחנו שאם 
xa

∣ f x ∣= L אז קיים קטעI a
  חסומה.fשבו *

M(קיים  0-כך ש∣ f  x∣Mלכלx∈ I a
*.(

lim לא מובטח שקיים a  חסומה בקטע נקוב המכיל את הנקודה fאם 
xa

f  x 

f:  1  דוגמה   x = x
∣x∣ חסומה בכל תחום ההגדרה  ( כי∣ f  x∣=1 לכלx≠0(

lim אבל x=0ובפרט היא חסומה בסביבת 
x0

f x .לא קיים

D:  2  דוגמה  x={1 x∈ℚ
0 x∈ℝ ∖ℚ

)  Dirichlet function(

x∈ℝ חסומה בכל הישר Dאז  לכל ∣D x∣2
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limלהוכיח ש-: תרגיל
xa

Dx  עבור כל נקודה)a.לא קיים (

lim שבה קיים aנניח שקיים נקודה :פתרון
xa

Dx  והואLאז מהגדרת הגבול נקבל  .

Iקיים קטע נקוב =2 שלמשל עבור  a
D∣כך ש-*  X −L∣ 1

x∈Iלכל 2 a
*

Iמאחר שבקטע a
x2ונקודה אי רציונליתx1קיימות נקודה רציונלית*

D∣נקבל  x1
0

−L∣ 1
D∣ו-2 x 2

1

− L∣ 1
2.

כלומר 
∣0−L∣ 1

2

∣1−L∣ 1
2

⇐
− 1

2
≤ L≤ 1

2

−1
2
≤1−L≤ 1

2

) – סתירה.L1−L1)1<1מכאן ש-

limלכן ההנחה שקיים
xa

D x =Lשגויה

Dלפונקציהולכן  xבאף נקודה.אין גבול 

lim ו-a  חסומה בסביבת fנניח ש-:משפט
xa

g  x =0אז  lim
xa

 f x ⋅g  x=0

J  חסומה לכן קיים קטעfלפי הנתון :הוכחה a
∣כך ש- * f  x∣M לכלx∈J a

*

 חיובי קבוע.mכאשר 

limכמוכן, נתון ש-
xa

g x =0

Iקיים קטע נקוב 0(צ"ל שלכל  a
∣כך ש-* f  x⋅g  x ∣לכלx∈I a

*(

)
∣ f  x∣

 M

⋅∣g  x ∣
M⋅ ? 

(

I, קיים קטע נקוב0לכן לכל a
g∣כך ש-*  x −0∣ 3

M לכלx∈ I a
*.

I השייך לקטע הנקוב xשבחרנו, נקבל שלכל 0לכן עבור אותה a
*
∪ J a

*

∣מתקיים  f  x⋅g  x ∣=∣ f x∣⋅∣g  x ∣M⋅ 
M

=

∣ניתן למצוא קטע נקוב שבו 0מאחר שלכל f  x⋅g  x ∣ לכלx,בקטע 

limנובע ש-
xa

f x ⋅g  x =0
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xשימושיות: D x ={x x∈Q
0 x∉Q

lim
x0

x
0 שואפת ל-

D x 
חוסמה

= 0
לפי משפט הקודם

lim
x0

x
0 שואפת ל-

sin 1
x

חוסמה

= 0

limאם טענה:
xa

f  x  = L  אזlim
xa

− f  x  = −L

∣:הוכחה f  x− L∣ אם"ם∣− f  x −−L∣

אלה שווים

הוכחה

אמ"ם:אחרת

⊛וזה שקול ל-

    מצב שני

        אמ"ם

⊛⊛וזה שקול ל-

−∣אבל  f  x L∣=∣ f x −L∣

לכן ⊛ ו-⊛⊛ שקולים.
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lim
x a

f x =L

lim
xa

 f  x −L=0

lim
xa

∣ f  x −L∣=0

lim
x a

− f x =−L

lim
xa

− f  x L=0

lim
xa

∣− f  x L∣=0



כללי חשבון לגבולות

.   כלל החיבור1

lim ש-נניח :הגדרה
xa

f  x= L-וlim
xa

g  x =K אז ,lim
xa

 f x g x=K L

(רק עם הם קיימים, אחרת אין גבול.  צריכים לבדוק קודם)

Iקיים קטע נקוב 0צ"ל שלכל :הוכחה a
*

∣כך ש- f  x g x −K  L∣  לכלx∈I a
*

lim.   לפי הנתון 0נבחר 
xa

f x = L.

Iשבחרנו, קיים קטע נקוב לכן עבור אותו  a , 1
*

∣כך ש- f  x− L∣
x∈Iלכל 2 a ,1

*.

limבאופן דומה, מאחר ש-
xa

g  x =K,

Iשבחרנו, קיים קטע נקוב נקבל שעבור אותו a , 2
*

∣כך ש- f  x− K∣
x∈Iלכל 2 a , 2

*

Iנסמן  a
*
=I a ,1

*
∩I a ,2

x∈I) לכל a(זה קטע נקוב סביב * a
מתקיים*

 
∣ f  x g  x− K− L∣

= ∣ f  x− Lg x− K ∣ ≤ ∣ f x −L∣∣g x −K∣  
2


2

=

      אי שוויון המשולש

lim: אם קיים הערה חשובה
xa

 f x g x לא מובטח שקייםlim
xa

f x -וlim
xa

g  x .

fאם נבחר למשל :דוגמה x =D x ,g  x=−D  x

limאז
xa

 f x g x = lim
xa

0
פונקציה קבוע

= 0

.a  אין גבול בעף נקודה g  ו-fאבל ל-
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.   גבול של פונקציה קבוע2

a ,I  קבוע בקטע פתוח נקוב סביב fאם :הגדרה a
*,

f כלומר  x =c לכלx∈ I a
lim, אז*

xa
f  x =c

∣0לכל :הוכחה f  x=c
L
∣=∣c− L∣=0

∋xלכל  I a
limלכן *

xa
f x = L.

.  כלל החיסור3

limאם הגדרה:
xa

 f x −g x=0-וlim
xa

 f x = Lאז גםlim
xa

 g x=L.

limלפי ההנחה :הוכחה
xa

 f  x −g  x=0

limלכן לפי משפט קודם גם 
xa

 g x− f x=0

לכן 
lim
xa

g x  = lim
x a

 f x 
L

 g  x− f  x
0

 =
כלל החיבור

L0 = L

∎

limהוכחה דומה במקרה ש- 
xa

 f  x −g  x=0-וlim
xa

g x =L

.  כלל המכפלה4

limאם :הגדרה
xa

f x = L-וlim
xa

g x =K אזlim
xa

 f  x ⋅g  x=K⋅L

limמפני ש-הוכחה:
xa

f x  קיים, נובע שיש קטעI a
 חסומה.fשבו *

limכמו כן 
xa

 f  x −L=0-וlim
xa

 g  x− K =0

fלכן  x ⋅g  x−KL = f  x  g x −K K f x − KL

                  
= f x 

I a
* חסומה ב-

g  x−K 
0 שואפת ל-

0 כולו שואף ל-

 K
חסומה

 f  x− L
שואפת ל-0

0 כולו שואף ל-

=
לפי כלל החיבור

0

limמאחר ש-
xa

 fx ⋅g x− K⋅L=0-נובע שlim
xa

f x g  x=KL
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)19.11.09-ב (5שיעור 

כללי חשבון לגבולות – המשך

.  כלל המנה4

limאם :הגדרה
xa

f x = K-וlim
xa

g  x =L≠0 אז lim
xa

f  x 

g  x
=

K
L

ָמה: limֶל
xa

1
g  x 

= 1
L

I אז לפי משפט קודם קיים קטע L>0נשים לב שאם למשל :הוכחה a
*

gכך ש-  x  2
L לכל x∈I a

*.

0אז ⊛   1
g  x

 2
Lלכלx∈ I a

*.

אז 
1

g  x
=

1
L

=
L−g  x

L⋅g  x
= L−g  x 

0 שואף ל-

⋅
1

L⋅g x 
⊛לפי  I a

* חסומה ב-

לכן 
1

g  x 
− t-היא מכפלה של פונקציה חסומה בI a

*

 ולכן לפי משפט שהוכחנו:0ושל פונקציה השואפת ל-

lim
xa

 1
g  x

− 1
L

=0 ולכןlim
xa

1
g  x 

= 1
L

g− אז L<0אם  x  
x a

−L0 

limלכן לפי ההוכחה הקודמת 
xa

−1
g  x 

=− 1
L

hולפי כלל המכפלה נקבל ( לאחר כפר הפונקציה  x =−1(

 lim
xa

1
g  x 

= 1
L

limלבסוף,  אם 
xa

f x = K-וlim
xa

g  x =L≠0 אז lim
xa

1
g  x 

= 1
L

       המשך בדף הבא...
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ואז, לפי כלל המכפלה:

lim
xa

f  x

g  x
= lim

x a
 f x 

K

⋅
1

g  x
1
L

=
כפל

K⋅
1
L

=
K
L

lim:מסקנה
xa

xn
= lim

x a
x 

n
= an

nטבעי 

(שימוש בכלל המכפלה הרבה פעמים)

lim
x2

5x3
−7x2

8x2

14x5
−3x1

=
5⋅23

−7⋅22
8⋅22

14⋅25
−3⋅21

שימוש חוזר בכללי החשבון

גבולות חד צדדים

0  מוגדרת בקטע פתוח fנניח ש-:הגדרה a , a.

lim ונסמן a  בנקודה f הוא גבול מימין של Lנאמר ש-
xa +

f  x= Lאם

aקיים קטע0לכל  ,c-כך ש∣ f  x− L∣לכלx∈ a , c 

)( > תלוי ב-

x פירוש הסימוןהערה a+הואx a-וxa.

)+a( אבל אין שום מספר שמסומן ב-:חשובה א

0  מוגדרת בקטעfנניח ש-:הגדרה a− , a -אומר ש)K הגבול הוא

)c,aקיים קטע (0.  אם לכלa  ב-f של החד-צדדי השמאלי

∣כך ש- f  x− K∣ לכלx∈a , c -תלוי ב < )(

.a  מוגדרת בקטע נקוב המכיל את fנניח ש-משפט:

limאז 
xa

f x = L אם"םlim
xa +

f  x= L-וlim
xa-

f x =L(להוכיח לבד)
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fאם   :  1  דוגמה  x = x
∣x∣

limאז
x0+

f x  = lim
x0 +

x
x

= lim
x 0+

1 = 1

limאבל 
x0-

f x  = lim
x 0-

x
−x

= lim
x 0-

−1 = −1

lim אבל 0לכן קיימים קבולות חד צדדים ב-
x0

f  x לא קיים

כי גבולות החד צדדים לא שווים.

Dאם   :  2  דוגמה   x={1 x∈ℚ
0 x∉ℚ

   )Dirichlet function(

lim
x0-

Dx וגם לא קיים    lim
x0+

D xלא קיים

:  3  דוגמה 
lim
x0

x
0

⋅D  x 
חסום

= 0
(אין שום סיבה להשתמש בגבולות חד צדדים להוכיח זאת)
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x0

∣x∣=x לכן

x0

∣x∣=−x לכן



ּ(משפט הסנדוויץ'  Squeeze Theorem(

http://en.wikipedia.org/wiki/Squeeze_theorem

http://he.wikipedia.org/wiki/  משפט_הסנדוויץ  '  

J  מוגדרת בקטע f, g, hנניח ש-:משפט a
*

gו-  x≤ f x≤hx לכלx∈J a
*

limכמוכן נניח ש-
xa

g x =lim
xa

h x= L

limאז 
xa

f x = L

limלפי הנתון :הוכחה
xa

h  x −g  x=L− L=0(לפי כלל החיבור והכפל)

Iקיים קטע 0לכן לכל  a
∣כך ש-* f  x− g x ∣ לכלx∈I a

*.

x∈Jלכל  a
gמתקיים (לפי הנתון) *  x≤ f  x≤hx 

∣כלומר  f  x− g  x ∣ ≤ ∣h x−g x ∣

מקודם מתקיים (_משהו?_)  → מישהו יודע מה היה פה?לכן עבור אותו 

Iמצאנו קטע  a
∣ ש-* f  x− g  x ∣ לכלx∈I a

*.

אפשר למצוא קטע מתאים)0(ולה

limלכן לפי הגדרת הגבול נובע ש- x a f  x− g x =0

לפי משפט קודם (“כלל החיסור")

limמאחר ש-
xa

g  x =L נקבל שגםlim
xa

f x = L

∎
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משפט הסנדוויץ' נכון גם לגבולות חד צדדים.:הערה

)a מימין ומשמאל ל-x(אותה הוכחה אבל מגבילים את 

lim:דוגמה
xa

xsin 1
x
=0

:הוכחה
0

lim
x 0

g x

≤ ∣x sin 1
x∣≤∣x∣∣sin 1

x∣
lim
x 0

f x לפי כלל הסנדוויץ'

≤ ∣x∣
lim
x 0

hx 

limמאחר ש-
x0

 x sin 1
x

=0 נקבל שגםlim
x0

x sin 1
x
=0.

 במעגל הטריגונומטרי:xנתונה זוית :שאלה

מהו שטח הגזרה שמתאימה לזוית זו?

 (זוית)x ↔2πשטח 
1
 (זוית)1↔2
x
2↔x(זוית) 
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)24.11.09-א (6שיעור 

גבולות של פונקציות טריגונומטריות

lim:משפט
x0

sinx
x

=1

0xנבחר זווית :הוכחה 
כמו בציור2

DOACאז   OAC שטח בגזרה  SOBC

sinx
OAC גובה במשולש

1
בסיס

2


x
x שטח גזרה שמתאימה לזווית

2


1 tanx
OBC גובה המשולש

2

sinxxלכן 
sinx
cosx

sinx0נחלק ב-

1
x

sinx


1
cosx

cosxלכן 
sinx

x
1איסוף שברים

.x0וזה נכון לכל 

ונקבל לפי משפט הסנוויץ (החד צדדי): x0 0 ל-xנשאיף את 

lim
x0+

sinx
x

=1

limכמו-כן 
x0-

sinx
x

=
0 x=t נציב

lim
−t 0-

− t0

sin −t 

−t
= lim

−t 0+
t0

simt
t

=1⊛

lim:טענה
x0

sinx=0

limהוכחהנו שעזור :הוכחה
x0

sinx
x

=1

לכן 
lim
x0

sinx =
x≠0

lim
x 0  sinx

x 
1

x
 0


L לפי כלל המכלפה

= 0
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a∈ℝ ,limלכל :משפט
xa

sinx=sina

:הוכחה
sinx−sina=2sin

x−a
2

0

cos
x9

2
חסום

0
x 0כאשר

limלכן 
xa

 simx−sima
קבוע 'c'

=0lim
xa

sin
x−a

2
=

t= x−a
2

lim
t 0

x aכאשר

simt=0

limמאחר ש-
xa

sima
פונקציה קבוע

=sima

limלכן לפי כלל ההפרש 
xa

sinx=sina

:דוגמה

lim
x0

sin3x
sin7x

= lim
x 0

sin3x
3x


1

⋅3

sin7x
7x
1

⋅7
=

3
7

a∈ℝlimלכל :משפט
xa

cosx=cosa

lim:הוכחה
xa

cosx = lim
x a

sin 


2
−x  =

t =

2

−x נסמן

lim
t 



2
−a

sint =
לפי משפט אחרון

sin 


2
−a = cosa

lim:דוגמה
x0

1−cosx

x2
= lim

x 0

1−1−2sin2 x

2


x2
= lim

x0

2sin 2 x
2

x2
= lim

x 0

1
2  sin x

2
x
2




1

=
1
2

   cos2 x=1−2sin2 x⇔ cosx=1−2sin 2 x
2

:או דרך אחרת

lim
x0

1−cosx
x2 = lim

x 0

1−cosx1cosx

x 1−cosx 
= lim

x0

sin2x
x2


1

1−cosx 
2

=
1
2
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lim טבעי nלכל :משפט
x0+

n x=0

0נניח ש-:הוכחה

0xרוצים ש-
n

⇔ 0
n x3

0,nנבחר את הקטע 

0כלומר0xnמתקיים x∈0,nאז לכל 
n xולכן

∣xn
−0∣ לכלx∈0,nולכן לפי הגדרת הגבול בימין נקבלlim

x0+

n x=0

lim אי זוגי אז nאם :מסקנה
x0

n x=0

limהוכחנו במשפט הקודם ש-:הוכחה
x0+

n x=0

limכמוכן, 
x0-

n x =
t =−x , x=−t נסמן

lim
−t 0-

n−t =
n אי זוגי

lim
t 0 +

−
n t

0 לפי משפט הקודם

= 0

lim טבעי nלכל :טענה
x1

a x=1

nאז x1נניח :הוכחה x1

n(כי אם  x≤1 אז גם
n x 

n
 - סתירה).x≤1כלומר 1≥

t=nנסמן  x−1-נוכיח ש )   lim x1+ t=0(

nאז x=t1-וt0 כי )   n x1(

1tלכן  n
1t n

=x

0ולכן
0

t n
 x

1

−1

limלכן לפי כלל הסנדוויץ' נקבל 
t 1

tn
=0

yראינו קודם שם  nאז גם 0 y0 לכןn t 0 כלומרt 0

limומאחר ש-
x1+

t=0-נובע שlim
x1+


n x−1=0

limולכן לפי כלל ההפרש: 
x1+

n x=1המשך בדף הבא       
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limכמו-כן
x1-

n
 x =

t= 1
x

נסמן


x1 כי t 1 אז

lim
t 1-

n
1

t
= lim

t 1+

1
n
t

שואף ל-0 לפי חלק הראשון

=
כלל המנה

1
1

= 1

limמוגדר מתקיים naשעבורו a≠0לכל :משפט
xa

n x=
na

lim:הוכחה
xa

n
 x =

t 1 אז t= x
a

נסמן

lim
t 1

n
at = lim

t 1

n
a


n
a

⋅
n
 t
1


מוגדרים n t ו- na מותר כי

=
n
a
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רציפות

רציפות של פונקציה בנקודה

a  היא רציפה בנקודה fפונקציה :הגדרה

)a (כולל a  מוגדרת בקטע הפתוח המכיל את fאם 

limומתקיים 
xa

f  x = f a הגבול של )f-ב  a-קיים ושווה ל f  x (

:דוגמאות

1.f x = x
∣x∣-לא רציפה בx=0-0  כי היא לא מוגדרת ב.

 היא מוגדרת אבלx=0ב-.2
lim
x0

f x  לא קיים ולכןf-0  לא רציפה ב(

fרציפה בכל נקודה  x≠0 כי לכל נקודה הזו קיים קטע פתוח שבוf.קבוע 

3.f  x ={
sinx

x
x≠0

0 x=0
 (ובכל הישר)0מוגדרת ב-

f 0=0(קיים)

lim
x0

f  x  =
x≠0

lim
x0

sinx
x

=1

limלכן
x0

f  x ≠ f 0 ולכןf  .לא רציפה

4.g  x={
sinx

x
x≠0

1 x=0

lim
x0

g  x =lim
x0

sinx
x

=1=g 0

.0 רציפה ב-gולכן 
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f  x ={
x

∣x∣
x≠0

1 x=0

פונקציות לא רציפות



f:שאלה x =x⋅D x )D(פינקצית דיריכלה 

באלו נקודות רציפה הפונקציה הנ"ל?

:תשובה
lim
x0

f x = lim
x 0

x
0

D x 
חסום

=0= f 0
.0רציפה ב-  fולכן 

limאם נניח שקיים 
xa

f x עבורa≠0

limנקבל שגם 
x0

f  x

x
קיים באותה נקודה (לפי כלל המנה)

limכלומר קיים 
xa

D x .סתירה –

 ולא רציפה בשום נקודה אחרת.0  רציפה ב-fלכן 

.כללי החשבון לפונקציות רציפות בנקודה:משפט

, אז:a רציפות בנקודה f,gנניח ש-

1.f+g-רציפה ב a

2.f ⋅g-רציפה בa.

3.f
g-רציפה בa-בתנאי ש  g  a≠0

limלפי הנתון :  3  הוכחה 
xa

f  x = f a

lim
xa

g x =g a≠0

limמאחר ש-
xa

g x =g  a≠0:מותר להשתמש בכלל המנה ונקבל ש

lim
xa

 f
g

 x=lim
x a

f x 

g  x 
=

כלל המנה

lim
x a

f  x 

lim
x a

g x 
=

f  a

g a
=

f
g

a

לכן 
f
g

.aרציפה ב-

lim אז a  רציפה ב-fאם :הערה
xa

f x = f limxa
x 
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limנניח ש-:משפט
xa

g  x =L-ונניח שf רציפה בנקודה  L 

אז 
lim
x a

f g  x=
צ"ל

f limx a
g  x 


= f  L

lim  ולכן L  רציפה ב-fלפי ההנחה, :הוכחה
y  L

f  y= L

Iקיים 0צ"ל שלכל  a
∣כך ש-* f  g x − f L∣ לכלx∈ I a

*

limמאחר ש-0נבחר 
xa

g x =L

Iנובע שקיים קטע  a
∣כך ש-* g x −L ∣ לכלx∈ I a

*.

L  רציפה ב-fמאחר ש-

fנובע שעבור  y -קרוב לL ,∣ f  y− f  L∣,קטן כרצוננו

Iקיים קטע 0עבור  L
∣כך ש- *** f  y− f  L∣ לכלy∈ I L

*.

limכמוכן, יודע ש-
xa

g x =L

Iלכן קיים קטע  a
∋xכך שלכל * I a

*g  x∈ I L
*

gמאחר שהערכים של   x הם חלק מתוך ערכיy-השייכים ל I L
*

∣ ⊛⊛נקבל מ- f g x − f  L ∣  החלפנו את )  .y-ב  g  x(

limלכן 
xa

f g  x = f L

lim:דוגמאות
x1

3 sinx
x

=
x=1 ב-

3
x רציפות של

3 lim
x 1

simx
x

=
3
1 = 1

limהוכחנו: 
xa

n x=
na לכלn אי זוגי ולכל a.

g  רציפה ב-f ו-a רציפה ב-gאם :מסקנה a אזf ° g-רציפה בa.

lim:הוכחה
xa

 f ° g  x = lim
x a

f g  x = f limx a
g x  = f g a =  f ° g a 

yרציפה לכן  lim
x  a

g  x=g  aלפי משפט הקודם מפני שקיים     lim
x  a

g  x
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רציפות של פונקציה בקטע

:הגדרה

a  רציפה בקטע פתוחfנאמר שפוקנציה )1 ,b

  רציפה בכל נקודה בקטע פתוחf אם ℝ ,−∞ , a ,a , ∞ 

a]  רציפה בקטע סגורfנאמר ש-)2 ,b]
a  רציפה בכל נקודה בקטע פתוחfאם  ,b

limובנוסף
xa +

f  x= f  a-רציפות מימין ב)a(

lim       ו-
xb-

f x = f b-רציפות משמאל ב)b.(

∞−באופן דומה מגדירים רציפות ב-)3 , a ] , [ a ,∞
]או בקטע חציפתות  a ,b  ,a ,b ]

כללי חשבון לפונקציות רציפות בקטע:משפט

.  אז:I  רציפות בקטע f, gנניח ש-

1.f g-רציפה ב I.

2.f ⋅g-רציפה בI.

3.f
g-רציפה בכל נקודה בI שבה g  x≠0.

הרכבות פונקציות רציפות :משפט

f רציפה בכל נקודה g ו-I  רציפה ב-fאם  x  לכלx∈I

gאז  ° f-רציפה בI שימוש בכל נקודה)  .x∈I.(של המשפט הקודם

59



:דוגמאות

.ℝכל פולינום הוא פונקציה רציפה ב-.1
(הוא תוצאה של פעולות חיבור וכפל

fעל  x =x-ועל פונקציות קבועות שהו ריצפות בℝ(

fכל פונקציה רציונלית .2  x =
P  x 

Q x 
(מנה של פולינומים)

רציפה בכל נקודה שהיא מוגדרת.
Q(ל-  x(יש רק מספר סופי של נקודות שבהן הוא מתאפס

3.n x עבורn-0] זוגי רציפית ב,∞
n x עבורn-אי זוגי רציפות ב −∞ ,∞

4.sinx , cosx-רציפות בℝ

5.tanx=
sinx
cosx

רציפה ב- 


2
k  ,



2
k1∪



2
 

3

2
 k ∈ℤ

6.cotx=
cosx
sinx

k}רציפה ב-  ∣k ∈ℤ}

(כל הפונקציות האלו רציפות בתחום ההגדרה).
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∣ אז גם I  רציפה בקטע fאם :משפט f∣-רציפה בI.

gהפונקציה :הוכחה  x=∣x∣-היא רציפה בℝ.

g  x={
x x0
0 x=0

−x x0

g   מוגדרת בכל נקודה (לכל נקודה יש קטע פתוח שבוg(מוגדרת 

x=0 :limב-
x0+

g x= lim
x 0+

x=0lim
x0-

g  x =lim
x0-

−x =0

limלכן 
x0

g  x =0-0(כי הגבולות החד צדדים קיימים ושווים ל(

limמכאן ש-
x0

g x =g 0 כי )g 0=0 ולכן  (g-0 רציפה ב.

g שבו x: קיים קטע פתוח המכיל את x≠0לכל   x= x לכלx,בקטע 

g    או   x=−x לכלx.בקטע 

 הן רציפות בכל נקודה,y=-x, ו-y=xמאחר שהפונקציות 

gנקבל שגם   x רציפה בכל נקודהx≠0.

.x רציפה לכל gלכן, 

∣ נוכיח ש- כעט f∣-רציפה בI.

, לפי משפט קודםℝ רציפה ב-gמאחר ש-

g ° f רציפה בכל נקודה שבהf-רציפה, כלומר, בכל נקודה בI.

 )g,f: g ° f רציפה בכל נקודהx-כך ש f-רציפה ב x-ו g-רציפה ב f  x (

gאבל  ° f x =g  f x= f x 

∣לכן  f∣-רציפה בI.

המשפט ההפוך לא נכונה.:הערה

∣אם f∣-רציפה בIלא מובטח שגם f.רציפה בו
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f:דוגמה x ={ 1 x∈ℚ
−1 x∉ℚ

∣אז f∣-פונקציה קבוע בℝ

  לא רציפה בשום נקודה.fולכן רציפה בכל נקודה אבל 

f:הערה  x =
x

∣x∣
ℝ∖{0- רציפה בכל נקודה בתחום הגדרה ( }(

גבולות אינסופיים

:הגדרה

limנאומר ש-.1
xa

f x=∞

Iקיים קטע נקוב k0אם לכל  a
fכך ש- * x k לכלx∈ I a

*.

limנאמר ש-.2
xa

f  x =−∞

Iקיים קטע נקוב k0אם לכל  a
fכך ש- * x k לכלx∈ I a

*.

f:דוגמה x 
1

x2

lim אז 
x0

1

x 2
= ∞

Iקיים קטע נקובk0כי לכל  a
כך ש-*

f  x k לכלx∈ I a
*

רוצים 
−1

k
x

1

 k
⇔ 0≠ x2


1
k

⇔
1

x2
k ⇔ f  x k

Iאם נבחר את הקטע  0
*
=−1

k
,

1

 k ∖{0 }

∋xאז לכל  I 0
fמתקיים * x =

1

x2
k ולכן לפי ההגדרהlim

x0

1

x 2
=∞.
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f:דוגמה x =
1
x

lim
x0

f x≠∞,כדי להוכיח את זה

Iשעבורו לכל קטע נקוב k0צ"ל שקיים  0
*

x∈Iקיים  0
fכך ש- * x ≤k.

Iלכל קטע נקוב k=1למשל, עבור  0
fאז x0יש גם * x =

1
x

0ולכן 

limהוכחנו (לפי שלילת הגדרת הגבול האינסופי) ש-
x0

f  x≠∞.

limבאופן דומה, מתאים ש-
x0

1
x

≠−∞.

,a  לא חסומה בשום קטע נקוב המכיל את fאם :מסקנה

lim מובטח ש-לא
xa

f  x =∞ אוlim
xa

f  x =−∞

גבולות חד צדדים אינסופיים

limנאמר ש-:הגדרה
xa +

f  x=∞אם

aקיים קטע k0לכל  ,a0-כך שf x k לכלx∈I.

limבאופן דומה מגדירים 
xa-

f x =∞,lim
xa-

f x =−∞,lim
xa +

f  x=−∞.

lim:דוגמה
x0+

1
x

=∞ ,lim
x0-

1
x

=−∞

lim:משפט
xa

f x =∞ אם ורק אםlim
xa +

f  x=∞ וגםlim
xa-

f x =∞

limמשפט דומה נכון עבור 
xa

f  x =−∞
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lim:מסקנה
x0

1
x

לא קיים (לא סופי ולא אינסופי)

lim)1כי (
x0+

1
x

lim)2ו-(∞=
x0-

1
x

=−∞.

) כך:2) ו-(1נהוג לרשום את (
1

0+
=∞

1

0-
=−∞

(הכתיבה 
1
0

היא עדיין חסרת משמעות).

a  מוגדרת בקטעfנניח ש-:שאלה ,a0

limהאם תמיד קיים 
xa +

f  x?סופי או אינסופי

  פונקצית דיריכלהfלא!  למשל אם :תשובה

 אין גבול חד צדדי סופי או אין סופי באף נקודה.fאז ל-

a  חיובית, לא חסומה בשום קטע fנניח ש-:שאלה ,a0

lim)  האם a(אבל מוגדרת מימין ל-
xa +

f  x=∞?

:דוגמה

f  x ={
1
x

x≠
1
n

, n טבעי

1 x=
1
n

, n טבעי

0,00  לא חסומה בשום קטע מהצורה fאז 

limאבל 
x0+

f x ≠∞ כי למשל עבורk=2לא קיים שום קטע מהצורה 

0,00 שבוf  x kכי בכל קטע כזה יש נקודה שבה) 
f  x =1(
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a  רציפה בקטע fאם :הערה , aאז

limייתכן ש-.1
xa +

f  x(סופי) קיים

limייתכן ש-.2
xa +

f  x=∞ או 1( למשל ∞−
x) 0,1בקטע.( (

limייתכן ש-.3
xa +

f  x :לא קיים (לא סופי, ולא אינסופי).  למשלf x =sin
1
x

limכהרכבב של פונקציות רציפות אבל 0,1רציפה ב-
x0+

sin
1
x

לא קיים).

a בקטע חיובית  מוגדרת וf) אם 1:משפט , a ,0

limואם 
xa +

f  x=0 אזlim
xa +

1
f x 

=0

a בקטע שלילית  מוגדרת וf) אם 2 , a ,0

limואם 
xa-

f x =0 אזlim
xa-

1
f  x

=0

משפט דומה נכונה לגבולות חד צדדים משמאל.

בקיצור: 
1

0+
=∞,

1

0-
=−∞

limלמשל, 
x

-

1
sinx

=∞ ,lim
x

+

1
sinx

=−∞

( סתם: 
1

f  x 
∞-אומר ש

1
f x 

k0 ,0 f  x 
1
k

(

limלחשב :תרגיל
x−1-

−3x−2

5x2
7x2

= lim
x −1-

−3x−2
1

 x1
0-

5x2
−3

=
1

0 -
⋅−3

חיובי שואף ל-0

=∞

n
f x 

n
f x 

.0ושואפת ל-1−חיובית משמאל ל-
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)3.12.09-ב (7שיעור 

-∞-גבולות ב- וב∞ 

:הגדרה

1.- ש  בקרן   fנניח aמוגדרת ,∞

- ש  limנאמר
x∞

f x =L)L ( ממשי   מספר

לכל   -M>0קיים 0אם ש   ∣כך f  x− L∣

-∞)x>Mלכל  ב (   סופי גבול

בקרן    fנניח ש-.2 ∞−מוגדרת , a

- ש  limנאמר
x−∞

f x =L

לכל   -M<0קיים 0אם ש   ∣כך f  x− L∣

.x<Mלכל 

lim:דוגמאות
x∞

1

x2
=0

lim
x−∞

1

 x2
= lim

x −∞

1
∣x∣

=0

lim
x∞

sinx  . קיים  לא

    " גבול (     קיום הנחת י ע השלילה בדרך להוכיח =1ובחירת  Lאפשר
2(

lim
x∞

x
∞

⋅sin 1
x

0

=
1
x

=t

lim
t 0

1
t
⋅sint = 1

x ∞לכן
1
x

0- ש   בעבר limאמרנו
x∞

1
x

=0
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-∞-  ∞- וב   ב אינסופיים גבולות

הגדרה:

1.- ש  בקרן    fנניח aמוגדרת ,∞

- .א ש  limנאמר
x∞

f x =∞

לכל   -M>0קיים  k>0אם ש   fכך x k לכלx>M.

- .ב ש  limנאמר
x∞

f  x =−∞

לכל   -M>0קיים  k<0אם ש   fכך x k לכלx>M.

2.- ש  -fנניח ב   ∞−מוגדרת , a

לבד   limולהגדיר
x−∞

f x =∞-וlim
x−∞

f  x =−∞

-∞-   ∞- ב         או ב אינסופי גבול לה שאין חסומה לא לפונקציה דוגמה

f x =x⋅sinx

f  
2
2k=

2
k k. שלם 

לכל      fלכן  כי חסומה קיים Mלא

k- ש    כך שלם k
2
M או k

2
M

limלכן 
x∞

f  x ≠∞

לכל   קיים  k>0כי לא

M>0   ש fכך x k לכלx>M 

לכל(   -x>Mיש  M>0כי ש   fכך x =0(

דומה   limבאופן
x∞

f x ≠−∞
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אינסופיים    לגבולות חשבון כללי

1.∞∞=∞ : אם(  של limקיצור
xa

f x =∞-וlim
xa

g  x =∞ גם  אז
lim
xa

 f  x g x=∞     שגם המקרים את כולל או   aוזה  או∞=aסופי
a=−∞(

2.−∞−∞=−∞

3.∞∞=∞

∞−∞=−∞

−∞−∞=∞

4.∞⋅c={ ∞ c0
−∞ c0

c  קבוע מספר

5.∞c=∞ )לכלc( קבוע 

−∞c=−∞

6.1
∞ =0

1
−∞=0

המקרים   ":שאלה לגבי ∞“, “0⋅∞“, “∞−∞מה
∞?“

::תשובה הבאות   בדוגמאות נסתכל

lim
x∞

 x2
−x2

 =
∞−∞

lim
x ∞

0=0

lim
x∞

 x2
1−x2 =lim

x∞

1=1

lim
x∞

 x2−x3=lim
x∞

x3
∞

 1
0

x
−1


−1

ערכו    "∞-∞”        :מסקנה ומה קיים הגבול אם מראש ידוע לא הוא התחלתי המצב כאשר

. הגבול          חישוב את המאפשרת לצורה הביטוי את להביא צריך אלא

68



פונקציות  :שאלה -f, gלמצוא ש   limכך
xa

g  x =lim
xa

f x =∞

limאבל 
xa

 f  x − g  x  . קיים  לא

למשל  :תשובה fנבחר  x =xsinx-וg  x= x

lim
x∞

 xsinx=lim
x∞

x
∞1 1

x
0

sinx
חסום


0

=∞⋅1=∞

lim
x∞

g  x= lim
x ∞

x=∞ אבלlim
x∞

 f  x −g  x =lim
x ∞

sinx קיים לא

∞של  "דוגמאות:
∞“

lim
x∞

x
x

= lim
x ∞

1=1lim
x∞

x2

x
=lim

x ∞

x=∞

  lim
x∞

2x
x

=lim
x ∞

2=2lim
x∞

x

x2
=lim

x ∞

1
x

=0

lim
x∞

x⋅ sinx2

x
=lim

x∞

sinx2   . אבל  קיים limלא
x∞

x  sinx2=∞

- ש(    להוכיח קשה לא
1

x  sinx2
0.' הסנדוויץ).     משפט לפי חיובית

דוגמאות  : יותר

lim
x0

x2
⋅

1

x2
=1lim

x0
x2

⋅
2

x2
=2

הוא      :קיצור הגבול בחישוב ההתחלתי המצב ∞−∞כאשר , 0⋅∞ , ∞
∞

... צריך           אלא ערכו מה או קיים הגבול אם מראש ידוע לא
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את  :תרגיל limלחשב
x∞

1−x  x
3 x

x−2x  x3

lim
x∞

1−x  x
3
 x

x−2x  x3
=lim

x∞

x
3
2  1

x
3
2

−1
1

x
7
6 

x
3
2  1

x
1
2

−2
3

x
3
2 

=lim
x ∞

x
3
2 

1

x
3
2


 0

−1
1

x
7
6


0



x
3
2 

1

x
1
2

0

−2
3

x
3
2

0



lim
x−∞

 x2
1

x2
= lim

x−∞

 x2
1 1

x
2 

x 1 2
x


= lim
x −∞

 x2

1 1

x
2

x 1 2
x 

= lim
x −∞

−x 1 1

x
2

x 1 2
x 

=
−1

1
=−1

הגבול   :תרגיל את limלחשב
x∞

 x2
2x− x2

−1 

.  xהוצאת  =∣x∣כגורם  x:

lim
x∞

 x22x− x2−1 =lim
x ∞

x
∞

1
2
x

1

−1−
1
x2


1

=∞⋅0. טוב  לא

:    : בצמוד  כפל אחרת דרך

lim
x∞

 x22x− x2−1 =lim
x ∞

x2
2x−x2

1

 x2
2x x2

−1
=lim

x ∞

x 2 1
x


x 1 2
x
1− 1

x
2 

=
2

11
=1
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)08.12.09-א (8שיעור 

)Exponential Functionsפונקציות מעריכיות (

 טבעי.nעבור כל 2nיודעים לחשב

 ממשי.xלכל 2xנניח שרוצים להוכיח את ההגדרה, ולחשב

n−2מגדירים
= 1

2n לכלn 0=20 טבעי ובנוסף.

 שלם.nלכל 2nואז מוגדר

2מכאן, ניתן לעבור ל-
m
n כאשרm,n ,שלמים n≠0.

2ולהגדיר 
m
n =

n2m זאת מתוך הנחה שלכל )n טבעי יש מספר x-כך ש xn=2(

 רציונלי.xלכל 2xלכן הגדרנו את 

כגבול של סדרת מספרים מן הסוג הקודם.2x אי רציונלים מגדירים את xלמספרים 

(לכל מספר יש פיתוח עשרוני אינסופי כזה...))...2=1.41(למשל 

בונים את הסדרה:

21
=2

21.4
=2

14
10=2

7
5

21.41=2
141
וכו"100

מוגדר כגבול דגרת המספרים הנ"ל.22ואז 

.axניתן להגדיר את x∈ℝאז לכל a0באופן דומה אם 

 שלם.nלכל −2n, אפשר להגדיר את a=−2, למשל a0אבל אם 

−2לא ניתן להגדיר את 
1
)2−(אין מספר ממשי שריבועו הוא 2

−2בעצם ניתן להגדיר
k

2n1 ,n , טבעי k.שלם 

 לא רציונלי.xעבור −2xכתוצאה מזה, לא ניתן להגדיר את 

−2למשל, בנסיון להגדיר את  −2היינו משתמשים ב-2
141
שלא קיים.100

.a>0 ממשי, רק כאשר xלכל axניתן להגדיר את : מסקנה

fפונקציה מהצורה :הגדרה x =ax שבה ,n≠a0.נקראת פונקציה מעריכית ,
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תכונות של פונקצית מערכיות

  a>0  נניח ש-

1.ax מוגדר לכלx∈ℝ

2.ax0 לכלx∈ℝ

0,1הגרף עובר דרך.3

x1אם .4 x2 גםax1ax2)ax מונוטונית עולה כאשרa1(

=axכך ש-x∈ℝקיים y0לכל .5 y

f(במילים אחרות, הפונקציה  :ℝ0,∞ המוגדרת ע"יf x =ax

 והפיכה.bijection)  לכן 5)) ועל לפי (4היא חח"ע (לפי 

6.lim
x∞

ax
)a1 (עבור∞=

M כלומר לכל  0 קייםk0-כך שax
 M לכלxk.

7.lim
x−∞

ax
)6(להוכיח לבד על סמך )a>1(כאשר 0=

  a<n>0  נניח ש-

x∈ℝ ,fאז לכל   x =ax
=

1
a


−x

כאשר 
1
a

1.

gלכן הגרף והתכונות של   x=
1
a


x

fמוכרוח ומתקיים   x =g −x .

.yלכן הגרפים סימטרים ביחס לציר 

כל התכונות הקודמות נכונות גם כאן למעט שינויים ב:

x1פונקציה יורדת: אם .4 x2 אזax1ax2.

6.lim
x∞

ax
=0

7.lim
x−∞

ax
=∞
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limמתקיים a0≠1לכל :טענה
x0

ax=1

a1נניח קודם ש-:הוכחה

לפי הגדרת הגבול צ"ל:

Iקיים קטע נקוב 0שלכל  0
*

x2∣כך ש-
−1∣ לכלx∈I 0

*

)1−ax
1 ⇔ ∣x2

−1∣(בקטע מתאים

0−1ו-10מאחר ש-

a כך ש-s,tקיימים  t=1−-וas=1

f(זאת בפני ש- x =ax היא עלa ,∞(

Iאז אם נבחר  0
*
=t , s ∖{0 }

∋xנקבל שלכל  I a
aמתקיים * t

ax
as.

fו-txs(כי   x =ax(עולה

ax−1כלומר 
1

ax∣ולכן 
−1∣ לכלx∈I 0

*

Iהוכחנו שניתן למצוא קטע 1לכל  ∞
ax∣כך ש- *

−1∣ לכלx∈ I 0
*

Iנבחר למשל את הקטע s≥1אם  0
=שמצאנו ל-*

1
2

ax∣ואז 
−1∣1

2
 לכלx∈I 0

*

limלכן לפי הגדרת הגבול נובע ש-
x0

ax
).a1(כאשר 1=

limאז 0a1אם 
x0

ax
=

b1 =bאז
1
a

נסמן

lim
x 0  1

b 
x

= lim
x 0

1
bx =

b 1 כי lim
x0

b x
=1

=
1
1

= 1

0a≠1לכן הטענה נכונה לכל 
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חוקי חזקות ושורשים

aלכל  , b0 ולכל x , y∈ℝ:מתקיים

1.ax y
=ax

⋅a y

2.
ax

ay =a x− y

3.a0
=1

4.ax


y
=axy

5.ab
x
=ax

⋅b x

6.
a
b


x

=
ax

bx

xa=a:הגדרה
1
x לכלx≠0

7.xa y = a
y
x = a y

1
x =  a

1
x y

xaלכן  y
= 

xa 
y

ℝהפונקציות המעריכיות הן רציפות ב-:משפט

0a≠1 ,limצ"ל שלכל :הוכחה
x c

ax
=ac

.c∈ℝוזאת לכל 

limאכן 
x c

a x
−ac

=lim
x c

ac
x x−c

−1 =
t =x−c נציב

lim
t 0

ac
קבוע

a t
−1

0

= ac
⋅0 = 0

limמכאן לפי כלל ההפרש נקבל ש-
x c

ax
=ac

  מ.ש.ל.
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eהמספר

1נסתכל על 
1
n 

n

 טבעי.nכאשר 

1 גדל המספריםnמסתבר שלכל ש-
1
n 

n

3 ל-2מתקרבים למספר מסוים בין 

lim (לסדרה הנ"ל יש גבול).  מסמנים 
n∞

1
1
n 

n

=e

lim:הכללה
x∞

1
1
x 

x

=eכאשר)x∈ℝ(לא נוכיח -

e≃2.71828...

lim:טענה
x−∞

1
1
x 

x

=e

lim:הוכחה
x−∞

1
1
x 

x

=
x=−t

lim
t ∞

1−
1
t 

−t

= lim
t ∞

 t−1
t 

−t

= lim
t ∞

 t
t−1 

t

= lim
t ∞

1
1

t−1 
t

=lim
t ∞

1
1

t−1 
t−1

1
1

t−1 
1

e t לפי המשפט הקודם (מחליפים את t−1-בy(

limלכן 
x−∞

1
1
x 

x

=e

lim:מסקנה
x0

1 x
1
x =e

lim:הוכחה
x0+

1x 
1
x =

1
x

=t

lim
t ∞

1
1
t


t

=e

lim
x0-

1 x
1
x =

1
x

=t

lim
t −∞

1
1
t


t

=e

75



)10.12.09-ב (8שיעור 

limראינו ש-
x0

1x 
1
x
=e

limאם:משפט
xa

f x =0 אזlim
xa

1 f  x  
1

f  x
=e

“.∞1המשפט מתאפשר לטפל במקרים מהסוג "

פונקציות לוגריתמיות

יש פתרון יחיד.2x=3ידוע שלמשוואה :הערה

f(כי  :ℝ0,∞ ,f  x =2x(היא על וחח"ע

x=log2פתרון של המשוואה ב-המסמנים את  3

axלשמוואה b0ואם0a≠1באופן כללי ידוע שאם
=b.יש פתרון יחיד

b0ולכל a0≠1לכל :הגדרה

logaמסמנים ב- b את הפתרון היחיד של המשוואהax
=b.

a:בקיצור x
=b ⇔ loga b=x

(מן ההגדרה הנ"ל):מסקנות

logaaמתקייםx0ולכל a0≠1לכל  x=x-וa loga x
=x.

f אם נסמן ב-:הערה :ℝ 0,∞ אתf x =ax

gונסמן ב- : 0,∞ℝ אתg  x=loga x

gאז   f x  =x-וf  g x  =x

,x∈0לכל x∈ℝלכל  ∞

g:הסבר  f  x   = g ax
 = log aax

 = x

f  g x  = f loga x =a loga x
= x
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תוכונות של פונקציות הלוגריתמיות

a1נניח ש-

fננסה לתאר את   x =loga x

aידוע ש- y
=x⇔ y=log a x

 יכול לקבל כל ערך ממשי.y חייב להיות חיובי אבל xברור מכאן ש-

a0
=1 loga fכלומר0=1 1=0

loga a=1

loga ak
=k

1אז 0a1נניח ש-
a
1

fנסמן   x =loga x

  log 1
a

 x= y

         

x= 1
a 

y

=a− y

logaלכן x=−y

logaולכן  x=log 1
a

y

fמסקנה: x =−log 1
a

x 1כאשר
a
1

logaהגרפים של :מסקנה x-וlog 1
a

x

הם סימטריים זה לזה

0a1 לכן, אם xביחס לציר 
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fרשימות תכונות של   x = y= loga x

  a>1  נניח ש-

fתחום ההגדרה של .1 x =loga x הוא0,∞

2.loga x 0יכול להיות כל מספר ממשי (חיובי, שלילי או(

3.loga היא על הגרף).1,0(הנקודה 0=1

logaכך ש-x0יש y∈ℝלכל .4 x= y כי למשוואה)ab
= x(יש פתרון

,0x1אם .5 x2 אז גםloga x1loga x2) loga x פונקציה עולה ). (כאשרa>1(

6.lim
x∞

loga x=∞ כאשר)a>1(

7.lim
x0+

log a x=−∞ כאשר)a>1(

.4,5 אפשר להוכיח ע"י שימוש הגדרת הגבול ותכונת 6,7את 

x1נניח ש-:  )  5  הסבר ל-( x2נסמןloga x1= y1 loga x2= y x1=a1אז 2
y
a2

y
= x2

aאבל  y עולה כאשרa>1 ולכן בהכרח y1 y2 כלומרloga x1loga x2.

logaרשימת תכונות דומה ניתן לנסח עבור  x 0כאשרa1.

  חוקי לוגריתמיות

xולכל a0≠1לכל  , y0:מתקיים

1.loga  xy =loga x loga y

2.loga
x
y
=loga x−loga y

3.loga x k
=k loga xלכלk ∈ℝ

4.loga x=
log b x

logb a
מעבר מבסיס לבסיס

logbנסמן   :  4  הוכחות  x=m אזbm
= x-נעלה בn :bmn

=xn

        logb a=n אזbn
=abmn

=am

amולכן 
= xn

loga xn
=mולכןn log a x=m

logaולכן  x= m
n.מ.ש.ל
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lnהפונקציה:הגדרה x =loge x כאשר ) e=lim
x ∞

1
1
x 

x

(

.לוגריתם הטבעיהנקראת  

loga:הערה x=
log e x

loge a
=

1
ln a

⋅ln x

lnלכן כל פונקציה לינראית היא כפולה בקבוע של 

log a x =
ln x
ln a
קבוע

lim:משפט
x0

ln 1x 

x
 רציפה)ln  (בהנחה ש-1=

lim:הוכחה
x0

ln 1 x
 ln1=0

x
0

=
0
0

= lim
x 0

1
x

ln 1x  = lim
x 0

ln 1 x
1
x

 e

= ln e=1

.1 רציפה ב-ln x:טענה

fנניח ש-:הוכחה x =ln 1x -0רציפה ב.

fנשים לב ש- x  = ln 1x  = x⋅
1
x
⋅ln1x  = x⋅ln 1x 

1
x 0

x0

⊛

)0)(חסומה e(קרוב ל-

1x אז 0 מספיק קרוב ל-xידוע שכאשר  
1
x-קרוב כרצוננו לe.

Iלכן קיים קטע  0
כך*

∋xשלכל  I a
*

21x 
1
x3
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ln2lnלכן  1x 
1
x ln3 לכלx∈I a

)ln(בגלל מונוטוניות הפונקציה *

lnלכן  1x 
1
x-חסומה בI 0

)⊛(לפי *

lim:מסקנה
x0

ln 1 x=ln1

limלכן 
t 1

ln t=ln1=0 ולכןln-1 רציפה ב)    .t=1 x(

fהפונקציה:משפט x =lnx-רציפה ב0,∞

c0 ,limצ"ל שלכל :הוכחה
x c

ln x=ln c:אכן

lim
x c

lnx−lnc = lim
xc

ln  x
c  =

t=
x
c

lim
t 1

lnt=0

limלכן לפי כלל ההפרש 
x c

lnx=lnc.מ.ש.ל

limאז 0a≠1נניח :משפט
x0

ax
−1
x

= ln  a

=yנסמן :הוכחה
ax

−1
x

axאז 
−1=x⋅y מחפשים את )lim

x0
y(

limמאחר ש-
x0

ax
limנובע ש-1=

x0
x⋅y=0.

axאז    
=1xy

    a=1xy 
1
x

a=[1 xy
e

1
xy ]

y

ln a= y⋅ln 1 xy
1
xy

=yולכן 
lna

ln 1xy 
1
xy


x 0

lna
lne

=lna-וln.רציפה 
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חישובי גבולות

lim
f x0

1 f  x 
1

f x
=elim

x0

ax
−1
x

=lnalim
x0

ln 1x 

x
=1

aנניח ש- :תרגיל , b0 צריך לחשב אתlim
x0  ax

bx

2 
1
x

:תשובה

lim
x 0  axb x

2 
1
x
=lim

x 0 1
axb x

2
−1


 0


1
x
=lim

x 0 1
a xbx−2

2
 0


1
x
=lim

x 0 [1
axb x−2

2 
2

a x
bx

−2 ]
e

a x
b x

−2
2x
 

limנחשב בנפרד את: 
x 0

axbx−2
2x

=
0
0

lim
x 0

1
2 [ a x−1

x
lna


bx−1

x
 lnb

] = ln  ab

limלכן להמשיך:
x0 [1

ax
b x

−2
2 

2
ax

b x
−2]

e

a x
bx

−2
2x

 ln  ab = e ln ab = ab⊛

השתמשנו במשפט ההוא::הסדר למדרגה ⊛

limאם 
x0

f x= K קיים וחיובי ואםlim
xa

g  x =L קיים, אזlim
xa

f x 
g x 

=K L
.

f:הוכחה x 
g x

=e g x⋅lnf  x

limלכן 
xa

eg  x ln f  x
=

eרציפה x כי


בתנאי שהגבול קיים

lim
x a

g  x⋅ln f  x

ולפי כלל המכפלה (בתנאי שהגבולות מימין קיימים:)

=e
lim
x  a

g  x⋅lim
x  a

ln f x 

=
ln רציפה

e
lim
x a

g x ⋅ln  lim
x a

f  x

= eL⋅ln K
= eln K L

= K L
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lim:מסקנה
xa

 f  x 
g x

=limx a
f  x

lim
x a

g x

limבתנאי שהגבולות מימין קיימים ו-
xa

f x 0

limלחשב :שאלה
x1

x n
−1

x−1
= עבור)n(טבעי 

1:תזכורת xx2
 ...xn−1

=
1− xn

1−x
=

xn
−1

x−1

lim :תשובה
x1

x n
−1

x−1
=
0
0

lim
x 1

xn−1
x n−2

... xn
n 1-מחוברים השואפים ל

=n

limומה לגבי:שאלה
xa

x
−1

x−1
lim או

x1

x 2−1
x−1

?

lim:משפט
x1

x a
−1

x−1
=a

=yנסמן:הוכחה
ax

−1
x−1

xaאז 
−1

x1כאשר 0

= y  x−1

lim( נשים לב ש-
x1

y x−1=0(

xaלכן 
=1 y  x−1

aולכן  lnx=ln 1 y x−1

aנשים לב ש- lnx=[ ln 1 y x−1

y  x−1 ]⋅y x−1

⋅y=aלכן 
lnx
x−1

⋅

1
ln 1 y  x−1

y x−1
1

זה כמו
ln 1 t 

t
=tכאשר  y x−1 0

לכן לפי כלל המכפלה

lim
x1

lnx
x−1

=
t= x−1, x=1t

lim
t 0

ln 1t 
t

=1

lim
x1

y=a.מ.ש.ל
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משפט ערך הביניים לפונקציות רציפות

a] בקטע הסגור רציפה  fאם :משפט ,b] ואםf a ⋅ f b0

c∈aאז קיימת נקודה  ,b-כך שf c =0

a]  רציפה בקטע fאם :משפט ,b]אז לכל ערך שנמצא ביןf a -לf b

c∈[aאז קיים ,b fכך ש-[ c=

a]  מקבלת בקטע f( כלומר  ,b] את כל הערכים שביןf a -לf b(

a]  רציפה ב-fנניח ש-:הוכחה ,b]-וf a≤≤ f b

gנסמן   x= f x− אז גםg-רציפה ב  [a , b]

gאז   a= f a −≤0-וg b= f b−≥0

g אז aאם יש שוויון ב- a= f a −=0 ואזf a = ואז נבחר )c=a(

gשיקול דומה כאשר   b= f b−=0

gואם  a= f a −0-וg  b= f b−0

c∈aאז לפי משפט הקודם, קיימת נקודה  , b-כך שg =0

fואז  c=

x10להוכיח שלפולינום :תרגיל
7x7

51,2]יש שורש בקטע ].

fנסמן :תשובה  x =x10
−7x5

5

1,2]  רציפה ב-fאז  (כי היא פולינום)[

fו- 1=1−75=−1-וf 2=210
−7⋅27

5=27
8−750

fכך ש-c∈1,2לכן לפי משפט ערך ביניים קיים  c =0
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,1יש פתרון בקטע lnx=cosxלהוכיח שלמשוואה :שאלה 
2 .

fנסמן :תשובה  x =lnx−cosx אזf 1]  רציפה בקטע , 
2 ]

f 1=ln1−cos1=0−cos10

f  
2

=ln 
2
−cos 

2
=ln 

2
0

c∈לכן לפי משפט ערך הביניים יש נקודה  
2 -כך שf c =0

lnc=coscכלומר 

לכל פולינום ממעלה אי-זוגית יש שורש ממשי.:משפט

Pנניח ש-:הוכחה  x =an xn
...a1 xa0 כאשר n-אי זוגי ו an≠0

Pאז  x -רציפה בℝ.(פולינום)

P ממשי כך ש-cונוכיח שקיים an0נניח למשל ש- c =0

P−נבחר את an0(אם   x במקוםP x  ונקבל שוב קיוםc.(כזו 

limמתקיים: 
x∞

P x =lim
x ∞

an
חיובי

xn

∞

1
an−1

x
...

a0

xn =∞

Kלפי הגדרת הגבול, למשל עבור =1

Mקיים  0-כך שP x K xלכל 1= M

Pבפרט:  M 1 1

limבאופן דומה 
x∞

P  x =−∞

Kלכן עבור  fכך ש-L0קיים 1−=  x K לכלx L

fבפרט   L−1−1.

P  x  רציפה בקטע[ L−1, M 1]-וP M 10 ,P  L−10

c∈לכן לפי משפט ערך הביניים קיים  L−1, M 1-כך שP c =0.
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משיק ונגדרת

קו ישרמשיק לגרף של פונקציה בנקודה אמור להיות :הקדמה

העובר דרך אותה נקודה והוא הקרוב ביותר לגרף מבין כל הישרים

העוברים דרך אותה נקודה.  (לא מובטח שתמיד קיים ישר כזה)

מפני שהמשיק הוא קו ישר והוא אמור לעבור דרך נקודה נתונה,:הערה

כל מה שצריך למצוא (אם בכלל קיים משיק) הוא השיפוע שלו.

=yנניח שקיים משיק לגרף הפונקציה f  xבנקודה שבהx=a.

aכלומר בנקודה  , f a 

ahעם נקודה , f ah

אז שיפוע המיטר המחבר נקודות אלה הוא 

f ah− f  a

ah−a
=

f ah− f a

h

.h0שיפועי המיטרים האלה שואפים לשיפוע המשיק (אם יש משיק) כאשר

זה רק הסבר הגיאומטרי של ההגדרה הבא:

.a  מוגדרת בקטע פתוח המכיל את fנניח ש-:הגדרה

lim אם a בנקודה גזירה fנאמר ש-
h0

f ah− f a

h
קיים וסופי.

f מסמנים את הגבול הנ"ל ב-a גזירה ב-fכאשר  ' a

.a בנקודה fומספר זה נקרא הנגזרת של 

−y, נאמר שהישר a  גזירה בנקודה fאם :הגדרה f  a= f a x−a

=y( כלומר  f  a f ' a x−a(

.a בנקודה fנקרא המשיק לגרף הפונקציה 

f( ברור מן ההגדרה שזה ישר בעל שיפוע  ' a ועובר דרךa , f a(
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limקיום הגבול :הערה
h0

f ah− f x 

h
limשקול לקיום הגבול 

xa

f  x− f a

x−a

)x=ahאוh=x−a(מציבים 

fהפונקציה :דוגמאות  x = x גזירה בכל נקודהa0.

) אתa0לפי הגדרת הנגזרת עלינו לחשב ( עבור :הוכחה

 
lim
x  a

f  x − f a 

x−a
= lim

x  a

 x−a
x−a

= lim
x  a

 x−a
 x−a  xa 

= lim
x a

1
 x a

 חיובי לכןa ,xבסביבת x)  .מוגדר x-רציפה בa(

limלכן
x a

1
 xa

=
1

2 a

fהפונקציה :מסקנה  x = x היא גזירה לכלa0-וf ' a=
1

2a
.

x∈D, הפונקציה המתאימה לכל D  גזירה בכל נקודה בתחום fאם :הגדרת

fאת ' x  נקראת הפונקציה הנגזרת שלf-ומסמנים אותה ב  f '.

:מסקנה x  '=
1

2 x
a0לכל 

fיש לשים לב שהתחום של   x = x לא זהה לתחום שלf x .

fאם:הערה  x = x אז לכלa0 שיפוע המשיק לגרף שלfהוא 

f ' a=
1

2a
0.קצב השינוי של הפונקציה אומנם חיובי אבל קטן -

fמצד שני   x = x-0אינה גזירה ב

.0כי היא לא מוגדרת בשום קטע פתוח המכיל את 

(המשך בדף הבא...)
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בכל זאת ניתן לשאול

0,0האם קיים ישר "קרוב ביותר" לגרף הפונקציה בנקודה 

0,0אז גבול שיפועי המיתרים המחברים את 

עם נקודות קרובות על הגרף הוא

lim
h0+

f h− f 0

h
= lim

h 0+

 h
h

= lim
h0+

1
 h

=
1
0+ =∞

.yוהוא ציר ה-0,0לכן קיים ישר משיק לגרף בנקודה

fהאם הפונקציה :דוגמה x =x
1
?a=0גזירה ב-3

x(האם יש משיק לגרף בנקודה זו?
1
)ℝמוגדת ב-3

limעל-פי הגדרת הנגזרת, נחשב את :תשובה
x 0

f  x− f 0

x−0

lim
x 0

f  x − f 0

x−0
= lim

x 0

3x
x

=
0
0

lim
x 0

1
3x 2

=
1
0+

= ∞

fלכן  x -לא גזירה בa=0(כי הגבול לא סופי) 

)yאבל יש משיק לגרף והוא בעל שיפוע אינסופי (ציר ה-

fהפונקציה :הערה  x =
3 x-היא רציפה בℝ-0ובפרט רציפה ב

.  (ובכל זאת יש לה משיק לגרף באותה נקודה).0אבל היא לא גזירה ב-
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עוד דוגמה של פונקציה רציפה שאינה גזירה בנקודה

f x =∣x∣-0- רציפה בכל הישר ובפרט ב.

.0נבדוק האם היא גזירה ב-

limלפי הגדרת הנגזרת נחשב 
x0

f  x− f 0 

x−0
=lim

x 0

∣x∣
x

limהגבול לא קיים כי 
x0+

∣x∣
x

limו-1=
x0-

∣x∣
x

=−1

fמכאן ש-  x =∣x∣-0לא גזירה ב.

בנוסף, לא קיים משיק לגרף הפונקציה באותה נקודה

כי גבולות שיפועי המיתרים מימין ומשמאל הם שונים.

fהאם הפונקציה :שאלה  x ={cosx x≤0
x2 x0

?0היא גזירה ב-

:רעדוגמה לשיקול לא לעשות:

f ' x ={−sinx x≤0
2x x0

f גזירה ו-fלכן  ' 0=0

limלפי הגדרת הנגזרת עלינו לחשב את :פתרון
x0

f  x− f 0 

x−0

נחשב גבולות חד צדדים:

lim
x0-

f  x− f 0 

x
=
x0

lim
x 0-

cosx−1
x

=0

lim
x0+

f  x − f 0

x
=
x0

lim
x 0+

x2
−1
x

=
−1
0+ =−∞

 וגם אין משיק לגרף באותה נקודה.0לכן הפוקנציה לא גזירה ב-

.0 לא משפיעים על שיפוע המשיק ב-0: שיפועי המשיקים לגרף בנקודות שוות ל-הערה חשובה
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.a ב-  רציפהf אז a  גזירה בנקודה fאם :משפט

 ו-a  מוגדרת בקטע פתוח המכיל את f אז a  גזירה ב-fאם הוכחה:

lim
xa

f  x− f a

x−a
= f '  a.קיים וסופי

אז 
lim
xa

f x =lim
x a [

f  x− f  a

x−a
 f ' a

 x−a
0

 f a]= f a

limלכן 
xa

f x = f a ולכןf-רציפה ב  a.

Dהאם :שאלה  x-0גזירה ב?

.0לא כי היא לא רציפה ב-:תשובה

xהאם :נשאלה D x -0גזירה ב?

limלפי הגדרת הנגזרת :תשובה
x0

x D x−0 D 0

x
=lim

x0
Dx .לא קיים -

xלכן  D x -למרות שהיא רציפה שם.0לא גזירה ב 

x2האם :שאלה D x-0גזירה ב?

lim:תשובה
x0

x 2 D  x−02 D0

x−0
=lim

x 0
x D x =0

.0 היא 0) והנגזרת שלה ב-0לכן הפונקציה גזירה (ובפרט רציפה ב-
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)22.09.12-א (10שיעור 
(באדיבות עידו פישלר)

תכונות המשיק

 , לעומת מה ההבדל בין גרף "חלק" בנקודה 

 ? לבין משיק ומה ההבדל בין ישר הנתן 

נכונה שכדי לאפיין את המשיק צריך למצוא את הישר הקרוב ביותר לגרף

מבין כל הישרים העוברים דרך הנקודה.

lim אזa  גזירה ב-fאם :הערה
xa

f  x− f  a

x−a
= f ' a 

xהדרך שקול ל:  =
f  x − f a

x−a
− f ' a

limאז:
xa

 x =0

fלכן ניתן לרשם   x − f a− x−a⋅ f ' a =  x x−a

f  x = f a  f ' a x−a 
a-המשיק לגרף ב

  x x−a
ההרפש בין המשיק לגרף


שואף ל-0

)x-aגם כאשר מחלקים את ההפרש הנ"ל ב-(

xעדיין נקבל ביטוי ( שהיא  -0) השואף ל.

במילים אחרות:

f x 
פונקציה

− f x − f ' ax−a
ישר

x−a
=x 

x כאשר 0  שואף ל- a

.x=a  רציפה ב-fנניח ש-:משפט

y=mxn אם ורק אם קיים ישר a  גזירה בנקודה fאז 

limההפרש בין הפונקציוה לישר 
xa

f  x −mxn
x−a

=0 

)0 ועדיין שואף ל-x-a(בצורה מהירה ניתן לחלק אפילו ב-
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lim אז כפי שראינו a  גזירה ב-fאם :הוכחה
xa

f x − f a− f ' ax−a

x−a
=0

=y=mxnלכן קיים ישר  f a f ' ax−a

הישר מקיים את מה שרצינו להוכיח.

limכך ש- y=mxnלהפך, נניח שקיים ישר 
xa

f a−mx−n
x−a

=0 

Iלמשל נקבל שקיים קטע =1אז מהגדרת הגבול עבור  a
כך ש-*

∣ f x −mx−n
x−a

−0∣1 לכלx∈ I a
∣≥0.  כלומר* f  x−mx−n∣≤∣x−a∣

0

limלפי משפט הסנדוויץ' 
xa

∣ f  x −mx−n∣=0 ולכן
lim
xa

f x −mx−n
a-פונקציה רציפה ב

=0

fלכן  x −ma−n=0 ולכןh= f a−ma

limמכאן נובע ש-
xa

f  x−mx− f a−ma
h

x−a
= lim

x a [ f  x − f a 

x−a
− 

[קבוע = 0

limלכן לפי כלל ההפרש, 
xa

f  x− f a

x−a
=-ו = f ' a.

 .a  גזירה ב-fלכן 

יש רק ישר אחד שיכול לקיים את התכונה שבמשפט הנ"ל::מסקנה

y=mxn = f ' a  x f a− f ' a a = f a f ' x x−a

כלומר רק המשיק יכול לקיים תכונה זו.

)a  או (“חלקה" ב-aגזירה ב-  f:לסיכום

xאם קיימת פונקציה  -כך ש-0השואפת ל 

f x = f a − f ' ax−a x  x−a כאשרlim
xa

 x =0
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כללי גזירה

gנניח ש-:משפט , f גזירות בנקודהa:אז 

f:  כלל החיבור.1 g-גזירה בa-ו  f g ' a= f ' a g ' a

f  כלל המכפלה:.2 ⋅g-גזירה בa-ו  f ⋅g  ' a= f ' a⋅g a f a ⋅g ' a

fאם .3 x =c (קבוע) אזf ' x =0 בכלx.

⋅c:  כפל בסקלר.4 f-גזירה בa-ו cf  ' a=c⋅ f ' a 

gאם   כלל המנה:.5  a≠0 אז גםf
g-גזירה בa-ו 

  f
g 

'
 a=

f ' a⋅g a− f a⋅g ' a 

 g a 
2

.a רציפה ב-g נובע ש-aגזירה ב-  gמאחר ש-  :  5  הוכחת 

limלכן 
xa

g a≠0.לפי המשפט

Iאם כך אז קיים קטע  a
gשבו *  x≠0 לכלx∈ I a

*

I  חיובית או שלילית ב-g( כלומר ש- a
*(

Iלכן קיים קטע שבו  a
f  x

g  x .מוגדרת

g ו-a לכן מוגדרות ב-a  גזירות ב-f,g(נשים לב ש- a≠0(

fכאת נוכיח ש-
g:גזירה, לפי ההגדרה

lim
xa

f
g
 x− f

g
a

x−a
= lim

x a

f  x

g  x 
−

f a

g a

x−a
= lim

xa

f  x⋅g a− f a ⋅g x 

 x−a⋅g x ⋅g  a

= lim
x a

 f  x − f a ⋅g a− f a ⋅ g x −g a 
x−a⋅ g  x⋅g a 

     
=lim

x a

f  x− f a

x−a
 f ' a

⋅
g a

g  x ⋅g a
g a

−
f a

g  x⋅g a
g ' a 

⋅
g x −g a

x−a
g ' x 

     =
f ' a⋅g a− f a ⋅g ' a

 g  a 
2
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נוסחאות לגזירה

נגזרת של פונקצית חזקה

fא)  x =xn)n טבעי) – מוגדרת בכל נקודה.  לכל c∈ℝ:

f ' c = lim
x c

f x − f c

x−c
= lim

x c

x n
−cn

x−c
= lim

xc

cn [  x
c 

n
−1 ]

cn [  x
c −1 ]

=
c≠0 נניח

lim
x c

cn−1  x
c 

n
−1

x−c−1

=tנציב  x
c

lim
t 1

cn−1 tn
−1

t−1
= cn−1

tn−1
t n−2

...t1 = n⋅cn−1

.n⋅cn−1 והנגזרת שלה הוא cגזירה ב-xnהפונקציה c≠0לכל :מסקנה

כלומר  xn
 '=n⋅xn−1 לכלc≠0

n≥2fבנוסף, לכל  ' 0 = lim
x0

xn
−0

x−0
= lim

x0
xn−1

= 0

fואז n=1ואז  ' 0=1

לכן  xn
 '=n⋅xn−1 נכונה גם עבורx=0 וגם עבור x=1 כי)  x )xלכל 1='

xn:מסקנה
 '=n⋅xn−1 לכלx∈ℝ

fב)  x =xn כאשרn  .שלם ושלילי f   מוגדרת לכלx≠0

xn(לפי א')
' =  1

x−n 
'

−n טבעי  x−n
' = −n−n−1

1 '⋅x−1
−1x−n

 '

 x−n 
2

=
−1−n x−n−1

x−2n
= n⋅x−n−12n

= n⋅xn−1
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)24.09.12-ב (10שיעור 

xראינו ש-  n' =nxn−1 לכלn שלם ולכל x.שעובורו שני האפגים מוגדרים 

xהנגזרת של   a עבור x≥ 0  )a(ממשי כלשהו 

fלפי הגדרת הנגזרת, אם  x =x aאז לכלc0 ,f ' c(אם הוא קיים)

f ' c =lim
x c

f x − f c 

x−c
= lim

x c

xa−ca

x−c
= lim

x  c

ca  x
c 

a
−1

c  x
c
−1

=tנציב  x
c

limונקבל ש-
t 1

ca−1 ta−1
t−1

= ac a−1

x:מסקנה a' =a⋅x a−1 לכלx0

fמבין פונקצית החלקה :הערה x =x a

fלא גזרנו עדיין את  x =x
m
n כאשר n אי זוגי. ( עבור x0 אוx≤0(

xלמשל לא גזרנו את 
14
למרות שהפונקציה מוגדרת שם.x≤0עבור5

נגזרות של פונקציות מערכיות

f x =a x1≠a0 לכלc∈ℝ:

f ' x =lim
x c

f x − f c 

x−c
=lim

x c

a x−ac

x−c
=lim

x  c

acax−c−1

x−c
(אם קיים)

t, אזt=x−cנציב  0

lim
t 0

ac at−1
t

=ac lna -הוכחנו בעבר ש)lim
x 0

a−1
x

=lna(

a:מסקנה x' =ax lna לכלx.ממשי 

eובפרט,  x' =e x כיlne=1.
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נגזרות של פונקציות לוגריתמיות

fנניח ש- x =lnx

f ' c =lim
x c

lnx−lnc
x−c

(אם קיים)

t=x−c ,tנציב  0

lim
t 0

ln ct −lnc
t

= lim
t 0

ln 
ct

c


t
= lim

t 0

ln 1
t
c



t
c

c
=

1
c

limכי 
x 0

ln
1x

x
=1)  x=

t
c

(

lnx:מסקנה  '= 1
x

x0לכל 

)ln n ≃ 1 1
2


1
3


1
4

... 1
n(

)ln  ln n ≃ 1
1


1
2


1
3


1
5


1
7


1
1

...( מס' ראשוניים

0a≠1 ,logaלכל  x=
lnx
lna

logaלכן  x ' =
1

lna
קבוע

⋅lnx  '= 1
lna

 ln x '=

1
lna

⋅1

x
=

1
x⋅lna

x0לכל 

ln3:הערה נגזרת של פונקציה קבוע.0='

lnxלהבדיל מ-  ' x=3=
1
3
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נגזרות של פונקציות טריגונומטריות

 ממשי:c: לכל   sin  הנגזרת של 

lim
x c

sinx−sinc
x−c

=
נוסחה ידוע

lim
x c

2 sin x−c
2

cos xc
2

x−c
2

2
= cosc

x−c כי 1(המעל שווה ל-
)0שואף ל-2

)eix=cosxisinxכאשרi=−1 ,ei⋅=−1(

sinxולכן  '=cosx לכלx.

  :  cos  הנגזרת של 

lim
x c

cosx−cosc
x−c

tאז t=x−cנסמן  0 ,x=ct

lim
t 0

cos ct −cosc
t

= lim
t 0

cosccost −sinc sint−cosc
t

=lim
t 0 [cosc⋅

cost −1
t

−
simt

t
⋅sinx]

cosx:מקסנה ' =−sinx לכלx.ממשי 

  :  tan  הנגזרת של 

tanx =  sinx
cosx ' =

כלל המנה

 sinx ' cosx−sinx cosx  '

cos2 x
=

cosx cosx−sinx −sinx

cos2 x

=
1

cos2 x
= cos2x

sin2x
= 1

tanxלכן  ' = 1
cos2 x

≠xלכל 


2
k  , k ∈ℤ

cotxבאופן דומה  ' = −1
sin 2 x
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:סיכום נוסחאות גזירה

1.x a' =axa−1 לכל)x(שעבורו שני האגפים קיימים 
 לא השאמנו את כל המקרים.

2.a x' =ax ln ac  '=0

3.lnx '= 1
x

4.sinx '=cosx

5.cosx ' =−sinx

6.tanx ' = 1
cos2 x

cotx ' = −1
sin 2 x

למשל: 3 5x5

7x
3
7 

'

= [ 3 5
7

x
5−

3
7 

1
3 ]

'

= 3 5
7

 x
32
31 

'

= 3 5
7
⋅

32
21

⋅x
11
21

xלא יודעים לגזור פונקציה כמו :הערה 27100 ,x1x 2

)Chain Rule - כלל השרשרתנגזרות של פונקציות מורכבות (

http://en.wikipedia.org/wiki/Chain_rule

http://he.wikipedia.org/wiki/  כלל_השרשרת  

a וגזירה ב-a  מוגדרת בסביבת fנניח ש-

=b  מוגדרת בסביבת gו- f a -וזגירה בb.

gאז  ° f-גזירה בa-ו g ' ° f ' a =g '  f a  f ' a

g:הסבר ° f ' a=lim
x a

g ° f x−g ° f a

x−a
לפי ההגדרה

=lim
x a

g  f  x −g  f a

f x − f a
⋅

f  x − f a

x−a

    f x  f a בגלל רציפתf

=g b f a =g '  f a ⋅ f ' a
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f שבו aההסבר הנ"ל טוב כאשר יש קטע פתוח שביב :הערה x ≠ f a  לכלx.

אבל הוא לא טוב במקרים אחרים, למשל:

f x ={x2 sin 1
x

x≠0

0 x=0

x≠0 יש נקודה 0אבל בכל קטע פתוח המכיל את a=0גזירה ב-

fשבה  x =0 למשלx=
1

2n
n.מסריק גדול 

f גזירה ב- gמאחר ש-:הוכחה a =b,לפי הגרסה השנייה להגדרת הנגזרת

קיימת פונקציה  y -כך שlim
y b

 y =0

gוכך ש-  y=g bg ' b  y−b y y−b

)gחייבת להיות מוגדרת בקטע פתוח J המכיל את b(

f-רציפה ן  lim
x a

f  x= f a=b

Iלכן יש קטע פתוח  a כך שלכלx∈ I a

f x -יהיה קרוב לb-למשל ימצא ב J(

∋xלכן לכל  I a אפשר לבחורy= f  x 

y-מייצג כל ערך ב J-ו f x -שייך לJ.

gלכן   f  x=g b g ' b  f x −b  f  x ⋅ f  x −b

gלכן   f  x−g b =g ' b  f x−b  f  x  f x −b 

:x-aלכן אם נחלק את שני האגפים ב-

 
g  f x −g  f a 

x−a
=g '  f a ⋅

f x − f a

x−a
 f  x 

f  x − f a

x−a

g ° f ' a=g '  f a ⋅f ' a
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ln]:דוגמה  x1 x2  ]
'

= 

f x =xax 2g  x =lnx

     =
1

x1x2
× x1 x2 ' =

1

x1 x2
1[1x 2

1
2 ]

=
1

x1x2
⋅[1 1

2
1x2

−1
2 1x2' ] =

1

x1x 2
1

1
2
×1

1 x2
2x 

    =
1

x1x2
⋅1x2

 x

1x2
=

1

1 x2

]לכן  ln x1x 2 ]
'

=
1

1x2

:הערות x' = x
1
2 ' =x

−1
2 =

1
2 x

    
1
x

' = x−1' =−x−2=
−1
x2.לזכור בע"פ    
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)27.12.09שיעור השלמה (
(רב תודות לנעה בן-צבי)

שימושים של כלל השרשרת

fלחשב את הנגזרת של הפונקציה :תרגיל  x =e1ln 1tanx

eהפונקציה החינוצית במקרה זה היא xוידוע כיex  '=ex

f  x ' =
exלאחר הצבת הפונקציה

x הפנימית במקום

e1ln1tanx
⋅[ 1ln 1 tan ]

x כפל בנגזרת הפנימית של

'

=
פונקציה

חיצונית חדשה

e1ln1tanx⋅
1 [ 1ln 1tanx  ]

'

2 1ln 1tanx 

=e1ln1tanx
⋅

1
21ln 1tanx

⋅
1

1tan  x 
⋅1tanx

'

=e1ln1tanx
⋅

1
21ln 1tanx

⋅
1

1tan  x 
⋅

1
cos2 x

x:טענה
m
n כאשר ,n אי-זוגי, לכל xאם m

n
1

mאםx≠0וגזירה לכל
n
1והנגזרת מתקיימת ,x

m
n 

'

= m
n
⋅x

m
n

−1 

y=xנסמן :הוכחה
m
n 

y=xידוע כי  a לכלx0 לכן הפונקציהf  x =x
1
n גזירה לכל x0.

−xמאחר ש- 
1
n=−x 

1
n כיn-הוא אי-זוגי, נובע ש x

1
n גזירה לכלx≠0

fכהרכבה של פונקציות גזירות:   x =x
1
m-וg  x= xm ,m.שלם 

y=xלכן 
m
n גזירה לכלx≠0

=ynולכן  xm כאשר)y פונקציה של x(

המשך בדף הבא...
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yn= xm

:xנגזור את שני האגפים כפונקציה של 

n yn−1
 y '=mxm−1

לכן  y '=
m
n

xm−1

yn−1 לכל )x≠0(

m
n

xm−1

yn−1
=

m
n

x m−1

yn
⋅y =

m
n

xm−1
⋅x

m
n

x m
=

m
n

⋅x
m
n

−1

xכלומר 
m
n 

'

=
m
n

⋅x
m
n

−1

, אפשר להוכיח לפי הגדרת הנגזרתx=0כאשר 

y=xש-
m
nגזירה כאשר m

n
−10-וy ' 0=0.ולכן הנוסחה עדיין תקפה ,

mכאשר 
n

−10.קבל כי הנגזרת לא קיימת.  מוכיחים בעזרת הגזרת הנגזרת

xaהביטוי :לסיכום '=axa−1 תקף לכלa ולכל x.שעבורו שני האגפים מוגדרים 

xלחשב את :תרגיל xכאשרx0

 כילשים לב:פתרון x x '≠x⋅x x−1.(כי המעריך משתנה) כי זו לא פונקציה חזקה -

 x x
 ' = elnx x

' = exlnx
 ' = e xlnx

⋅x lnx '

= e lnx
 lnx

נגזרת של מכפלת
lnx ו- x פונקציות

x⋅1
x
 = elnx x

lnx1 = xx
lnx1

:דרך נוספת

y=xנסמן  xואזlny=xlnx

y=eאז xlnx ולכןy גזירה כהרכבה של גזירות, וגם lny.גזירה 

.x היא פונקציה של x  .yיגזור את שני האגפים לפי

lny '=xlnx 


1
y
⋅y ' =lnx1

yלכן  ' = y lnx1

yשזה למעשה ' =x x
lnx1 1, אותו הביטוי שקיבלנו בדרך.
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סימנים

 כך:x  כפונקציה של f, מסמנים את הנגזרת של x  פונקציה של fאם 
df
dx

fלמשל: אם   x =x3 אזdf
dx

=3x2

x=12t, למשל t הוא בעצמו פונקציה של xאם  3

fאז   x =12t 3


3
=ht  פונקציה שלt.

לכן 
dh
dt

= 312t3


2
⋅6t2


h t '

= 3 x 
2


f x '

⋅dx
dt

= df
dx

⋅dx
dt  

dh
dt

=
df
dx

⋅
dx
dt

x=12t:דוגמה 3y=3t 2
−1

.x היא פונקציה סתומה של y מבטיח כי tהמשתנה 

dyניתן לחשב את 
dx 

dy
dt

=
dy
dx

⋅
dx
dt

⇒
dy
dx

=
dy /dt
dx /dt

=
6t

6t2
=

1
t

:x מתוך משוואת tנבודד את :בדיקה

     t 3
=

x−1
2

=tלכן 
3 x−1

2

:yנציב במשוואת 

     y = 3t2
−1 = 3  x−1

2 
2
3
מוגדרת 1−

x−1
2

≠0

y ' = 3 x−1
2 

2
3 −1

'

= 3⋅
2
3  x−1

2 
−

1
3⋅ x−1

2 
'

=  x−1
2 

−
1
3

=
1

 x−1
2 

1
3

=
1
t

  

dy
xy

גזירה בכל
y מקום שבו

גיזרה, כלומר
x≠1 לכל

t≠0נכון לכל 
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נגזרות של פונקציות הפיכות

fנייח כי :הסבר : I  J  .I, J-קטעים, ו f.חח"ע ועל  

f  הפיכה ו-fאז  −1: J  I.x 
f

yy 
f −1

x

אם  x , y  נקודה על הגרף שלf אז   y , x  נקודה על הגרף שלf −1.

fהגרף של לכן  .y=x  ביחסלישר fהוא שיקוף של הגרף של 1−

fאם משפט: : I  J רציפה והפיכה, גםf −1: J  I.רציפה

gהפיכות זו לזו *  gו-  fאם :הערה  f  x  =x לכלx∈ I

      f  g  y = y לכלy∈J

gנגזור את * בשני אגפיו: '  f x ⋅ f ' x =1

gולכן  '  f x =
1

f ' x 
 

g '  y =
1

f ' x 
=y כאשר f  x-ובנהחה שg fגזירה ו-' '  x≠0

fנניח כי :משפט : I  J)I, J-קטעים פתוחים) ו f הפיכה וגזירה בכל נקודה של  I.

∋aאזי לכל  I שבהf ' a≠0 מתקייםf fגזירה ב-1− aוהנגזרת

 f −1
'

 f a  =
1

f ' a

=bלפי הגדרת הנגזרת נסמן :הוכחה f a 

*lim
y b

f −1 y − f −1 b

y−b
=

¿

נציב
y= f x 

lim
x a

f −1 f  x − f −1 f  a

f  x− f a

yאם  bאזf  x  f b 

fאז  −1 y f −1 b כי)f רציפה, כי היא גזירה, ולכן גם  f רציפה)1−

fכלומר −1 f x  f −1 f  aולכןx a

ולכן 
* = lim

x a

x−a
f  x− f a

= lim
x a

1
f  x− f a

x−a

=
1

f ' a
נכון כי

f ' a≠0
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)29.12.09-א (11שיעור 
(רב תודות לנעה בן-צבי)

fהוכחנו שאם :תזכורת : I  J גזירה בקטע פתוחIוהפיכה 

fאז גם  −1: J  I -גזירה ו f 1
 '  y=

1
f ' x

=yכאשר f  x

f:דוגמה  x =e x גזירה והפיכה בקטע−∞ ,∞

f : ∞ ,∞0,∞ אזf −1: 0,∞−∞ ,∞

f −1
 x =lnx:ולפי המשפט הקודם

 f −1
 '  y=

1
f  x 

=yכאשרy0לכל f  x

lnלכן   '  y =
1

ex
=

1
y 

פונקציות טריגונומטריות הפיכות

sin:נשים לב :ℝ [−1,1].לא הפיכה כי היא לא חח"ע ,

sin[−אבל
2

, 
2

][−1,1].היא הפיכה

sinהפונקציה ההפכית ל-:הגדרה [−
2

, 
2

][−1,1] היאarcsin [−1,1 ][−
2

, 
2

]

arcsinלמשל  1
2

=
6

     sin [−
2

, 
2

][−1,1]היא גזירה בקטע[−
2

, 
2

]

arcsinלכן [−1,1 ][−
2

, 
2

[1,1−]גזירה בקטע [

.x=arcsiny, ש-y=sinxומתקיים, כאשר

*
arcsiny ' =

1
 sinx '

=
1

cosx
=

1
cos  arcsiny

−

2
 x

2
זוית בין

    המשך בדף הבא...
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−
2
x

2
בקטע cos≠0



cos2ידוע כי  xsin2 x=1

cos=−1−sinלכן  2x או cosx=1−sin 2x ⇐ cos2x=1−sin2x

−במקרה שלנו 
2

x
cosx=1−sin2ולכן cosx0לכן2 x

נמשיך מ-*:

1
cos arcsiny

=
1

1−sin2
arcsiny 

=
1

1− y2

arcsin:מסקנה [−1,1 ][−
2

, 
2

]

1x1−  גזירה לכל 

arcsinxו- ' =
1

 1−x2  .

נובע מכאן ש-

lim
x1-

arcsinx  ' =∞

lim
x−1+

 arcsinx=∞

cosהפוקנציה :הערה : [0,][−1,1]היא הפיכה

arccos:הגדרה :[−1,1][0,]-היא הפונקציה ההפכית לcos : [0,][−1,1]

arccosxו-1x1−גזירה לכל arccosx:טענה ' =
1

 1− y2

tan:הערה : −
2

, 
2

ℝ .היא הפיכה

arctan:הגדרה :ℝ−
2

, 
2

-היא הפונקציה ההפכית לtan : −
2

, 
2

ℝ
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:arctanנחשב את הנגזרת של 

−ידוע כי לכל 
2

x
tanx גזירה ו-tanהקפונציה 2 '=

1

cos2x
≠0

y∈ℝarctanלכן לכל   y  גזירה, כאשרy=tanx-ו

arctan '  y =
1

tanx  '
=

1
1

cos2 x

= cos2 x = cos2
arctany

tan :tan כפוקנציה של cosנביע את  2 x=
sin 2 x

cos2 x
:1, נוסיף 

tan2 x1 =
sin2 x
cos2x 1 =

sin2 xcos2x

cos2 x
=

1
cos2 x

cos2xולכן
=

1

tan 2 x1

cos2מכאן 
arctany  =

1

1tan2arctany 
=

1

1 y2 

arctan:מסקנה  '  y  =
1

1 y2 לכלy∈R

לסיכום:

arcsinx ' =
1

 1−x2

arccosx ' =
1

 1− x2

1x1−לכל      

arctanx  ' =
1

1x2

arccotx ' = −
1

1 x2

x∈ℝלכל      

נקודות קיצון מקומי של פונקציה

:הגדרה

f של מינימום מקומי היא נקודה aנראה כי נקודה .1

f כך ש-a המכיל את Iקיים קטע פתוח אם  x ≥ f a לכלx∈I

f של מקסימום מקומי היא נקודה aנראה כי נקודה .2

f כך ש-a המכיל את Iקיים קטע פתוח אם  x ≤ f a  לכלx∈I
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)Fermat's Theorem (משפט פרמה

http://en.wikipedia.org/wiki/Fermat's_theorem_)stationary_points  )  

http://he.wikipedia.org/wiki/  משפט_פרמה_(לנקודות_קיצון  (  

f, אזa  גזירה בנקודה f ואם, a יש נקודת קיצון מקומי בנקודה fאם ל-:משפט ' a=0

 נקודת מקסימום מקומי.aנניח למשל כי :הוכחה

f כך ש-a שמכיל את Iכלומר, קיים קטע פתוח  x ≤ f a לכלx∈ I.

.a  גזירה ב-fכמו כן, נניח כי 

fצ"ל כי ' a=0.

limכלומר, ש-
xa

f  x− f a

x−a
.0קיים ושווה ל-

f מתקיים Iב-axלכל x − f a ≤0 כי ) f x ≤ f a (

limולכןx−a0וגם
xa-

f  x− f a

x−a
כי גבול של פונקציה 0≤

אי-שלילית הוא אי-שלילי

fאבל עדייןx−a0 מתקייםIב-axמצד שני, לכל x − f a ≤0

limלכן 
xa +

f x − f a 

x−a
(גבול של פונקציה לא חיובית הוא לא חיובי)0≥

fמכאן ש- ' a≤0 וגםf ' a≥0 ולכןf ' a = 0

a  יש נקודת קיצון מקומי בנקודה f: אם ל-מסקנה חשובה

fאזי ' a=0 אוf-לא גזירה ב  a.

f של פונקציה נקודה קריטית היא cנאמר כי נקודה :הגדרה

fאם ' c=0 אוf-לא גזירה ב  c.

(ממשפט פרמה):מקסנה

נקודת הקיצון המקומי של הפוקנציה נמצאות בין הנקודות הקריטיות שלה.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Fermat's_theorem_(stationary_points)
http://en.wikipedia.org/wiki/Fermat's_theorem_(stationary_points


)31.12.09-ב (11שיעור 
(רב תודות לנעה בן-צבי)

קיצון מוחלט

.  נאמר ש-D  היא פונקציה המוגדרת בתחום fנניח כי הגדרה:

1.a∈D של מינימום מוחלטהיא נקודת f-ב  Dאם ∀ x∈D , f a≤ f  x

2.b∈D של מינימום מוחלטהיא נקודת f-ב  Dאם ∀ x∈D , f b≤ f  x

דוגמאות:

1.0≤x≤1 f  x= x

x=0 נקודת מימיום מוחלט שלf [0,1]  בקטע

x=1 נקודת מקסימום מוחלט שלf[0,1]  בקטע

2.f x ={
x 0≤x1

2−x 1x2
0 1

הן נקודות מינימום מוחלט.x=0,1הנקדות 

אין מקסימום מוחלט.   בעיה של חוסר רציפות.

3.0x1 f  x= x

אין מינימום/מקסימום מוחלט.  בעיה של קטע לא סגור.
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)Extreme Value Theorem (משפטי ויירשטראס

http://en.wikipedia.org/wiki/Extreme_value_theorem

http://he.wikipedia.org/wiki/  משפטי_ויירשטראס  

  רציפה בקטע סגורfאם :משפט

  מקבלת את המינימום ואת המקסימום המוחלטים שלה בקטע.fאז 

fאם :במילים אחרות : [a , b] Rרציפה

cאז קיימים , d ∈[a , b]-כך שf c ≤ f  x ≤ f d לכלx∈[a ,b ]

]a,bמוגדרת בקטע סגור [  fנניח ש-:הערה

].  יש שתי אפשריות:a,b  נקודת מינימום מוחלט ב-[fונניח שיש ל-

1.c=aאוc=b כלומר ,c.נקודת קצה 

2.c≠a וגםc≠b כלומר ,c.לא נקודת קצה 

∀אז  x∈a , b f c≤ f  x ואזc.הוא נקודת מינימום מקומי 

  מוגדרת בקטע סגור אז כל נקודת קיצון מוחלטfאם :מסקנה

היא נקודת קצה או נקודה קריטית.
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השיטה למציאת קיצון מוחלט לפונקציה רציפה בקטע סגור

.סגור וקטה רציפהלוודא כי הפונקציה .1

  בקטע.fמוצאים את כל הנקודות הקריטיות של .2

.קצות הקטע וגם את הנקודות הקריטיות  את כל fמציבים ב-.3

.מקסימום המוחלט) ערך גדול ביותר הן ה3הנקודות שבן התקבל ב-(.4

.מינימום המוחלט) ערך קטן ביותר הן ה3הנקודות שבן התקבל ב-(

fמצא את ערכי הקיצון המוחלט של :שאלה  x =4x
7
3−7x

1
31-[1,1−]ב.

[1,1−]  רציפה בקטעf:פתרון

לכן לפי משפט ווירשטראס יש לה מינימום ומקסימום מוחלט בקטע

שעשויים להתקבל בקצות או בנקודות קריטיות.

נחפש את הנקודות הקריטיות:  (הנקודות שבהן הנגזרת מתאפס או לא קיימת).

∀ x≠0 f '  x =4⋅7
3

x
4
3 −7⋅1

3
x

−1
3

x=0עשויה להיות נקודה קריטית (כיוון שהנוסחה שלעיל נכונה רק עבור 

x≠0-לפי הגדרת הנגזרת, במידה ורוצים לראות0, ויש לבדוק גזירות ב 

אם זו נקודה קריטית) אך לא נבדוק האם היא נקודה קריטית כי זה לא מתבקש

בתרגיל, אלא רק נבדוק האם היא מינימום / מקסימום.

x≠0:fלכן לכל  '  x  = 7
3

x
−2
3 4x2−1 = 0

4x2כאשר 
x=−1כלומר 0=1−

2
או x= 1

2

,1−  בנקודות החשובות:  fכעת עלינו לבדוק את ערכי  − 1
2

, 0, 1
2

, 1

רק שם יתכן קיצון מוחלט:

f 1=4⋅−1
7
3 −7−1

1
31=−471=4 f 1=4−71=−2

f 0=1    f x =x
1
3  4x2−71  :f  נפשט את

f  1
2
 =

1
32

1−71 = −
6

32
1 

6
3
2

= 3

−2 f −1
2

 =
6

32
1  31=4

−=xלכן  1
=xהיא נקודת מקסימום ו-2 1

היא נקודת מינימום.2
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)Rolle's Theorem (משפט רול

http://en.wikipedia.org/wiki/Rolle's_theorem
http://he.wikipedia.org/wiki/  משפט_רול  

 
a]  פונקציה רציפה בקטעfנניח כי :משפט ,b]וגזירה בקטע a ,b

fאם  a = f b אז קיימת נקודהc∈a , b-כך שf ' c=0

]a,b  קבוע בקטע [fאם :הוכחה

∀אז x∈a ,b f ' x =0

ולכן המשפט מתקיים.

a]  לא קבועה ב-fנניח כי  ,b]

] ,a,b  רציפה ב-[fמאחר ש-

ממשפט ווירשטראס נובע כי יש לה מינימום וגם מקסימום מוחלט בקטע.

fאם שניהם מתקבלים בקצות אז מפני ש- a = f bנקבל

fכי   x = f a = f b לכלx.וזו סתירה 

c≠aלכן קיימת נקודה ,b-שבה יש לf.קיצון מוחלט  

c∈aאבל אז , b.לכן היא נקודה קיצון מקומי

f, ממשפט פרמה נקבל כיc  גזירה ב-fמאחר ש- ' c=0.מ.ש.ל   .

f אז בין כל שני פתרונות של המשוואה I  רציפה וגזירה בקטע fאם :מסקנה x =0

fיש לפחות פתרון אחד ל- ' x=0

x1אם :הוכחה , x2 פתרונות למשוואהf x =0אזf  x1= f  x2=0

]  רציפה ב-fאז  x1 , x2]-וגזירה ב[ x1 , x2]

c∈ולכן קיים  x1 , x 2-כך שf ' c=0.מ.ש.ל

P:דוגמה  x = x−1x−2 x−3 x−4

Pאז למשוואה  x =0 יש פתרונותx1 , x2 , x3-כך ש

1 x122x233 x34
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Pאם :משפט x  פולינום ממעלהn 

Pאז למשוואה   x =0 יש לכל היותרn.פתרונות שונים 

 שורשיםPn+1נניח בדרך השלילה שיש ל-:הוכחה

an≠0(נניח כי  , P  x  = an xn
...a0(

Pאז ל- '  x יש לפחותn.שורשים שונים 

Pול- ' '  x  יש לפחותn-1שורשים 

⋮

P-ית nאז לנגזרת ה- n 
 x  1יש לפחות שורש.

Pאבל  n 
 x  = n! an

קבוע≠0

≠ 0

Pוזו סתירה.  לכן ל-  x  יש לכל היותרn.שורשים 

משפט הערך הממוצע של לגרנז'

http://en.wikipedia.org/wiki/Mean_value_theorem

http://he.wikipedia.org/wiki/'  משפט_הערך_הממוצע_של_לגראנז  

a]  רציפה ב-fאם :משפט ,b]-וגזירה בa ,b

c∈aאז קיימת נקודה ,b-כך שf ' c =
f b− f a

b−a

c∈aאו לחילופין קיימת נקודה  ,b-כך שf b− f a= f ' c  b−a

הערך הממוצע
של הפונקציה  =

f b − f  a

b−a

נסתכל על הפוקנציה: :הוכחה

g  x= f x− a , f a  , b , f b  הישר שעובר דרך 

gכלומר  x= f  x− f a−
f b− f  a

b−a
 x−a     

),  כהרפש של פונקציות עם אותן התכונות.a,b] וגזירה ב-(a,b רציפה ב-[gאז 

gלכן   a=0-ו g b=0ולכן לפי משפט קול, קיים c∈a ,b-כך שg ' c =0.

gאבל  ' x = f ' x −
f  b− f a

b−a
 

gלכן מתוך  '  x =0 נובע כיf ' c=
f b − f a

b−a
.    מ.ש.ל.
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)05.01.10-א (12שיעור 
(רב תודות לנעה בן-צבי)

)a,b] וגזירה ב-(a,b  רציפה ב-[f:  אם משפט הערך הממוצע של לגרנז':תזכורת

c∈aאז קיים  ,b-כך שf b− f a = f ' cb−a

שימושיים

eמתקייםx∈0,∞לכל.1 x1x

fנסמן  x =e x.

).x,0] וגזירה ב-(x,0רציפה בקטע [  x0  fאז לכל 

c שכזה קייםxלכן לפי משפט לגרנז', לכל  x∈0, x-כך ש

f x − f 0 = f ' c xx−0 כלומרe x
−e0

= ecx⋅x לכןe x
−1 = ec x⋅x.

cמפני ש-  x0 מתקייםec x1 לכןe x
−1=ec x  x

eלכן  x  x 1 לכלx0.

lnמתקייםx0לכל .2  1 x  x

fנסמן x =ln 1x .

∀אז  x0 ,f0]  רציפה בקטע, x]-וזגירה ב0, x

 שכזהxלפי משפט לגרנז', לכל 

cקיים  x∈0, x-כך שf x − f 0 = f ' c x x−0

כלומר 
ln 1x  =  1

1C x


מספר קטן מ-1
cx0 כי

⋅x
lnלכן =>  1x x

 שהיא איחוד של קטעים פתוחיםDקבועה בתחום   fראינו כי אם :הערה

f  גזירה ו-fאז  ' x=0לכלx∈D.

fנקח .המשפט ההפוך לא נכון x ={1 1x2
2 2x3

f-גזירה ב  1,2∪ 2,3-וf ' x=0 לכלx.בתחום 

  לא קבוע.f  אבל 
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ex

1
x+1



,I וגזירה בכל נקודה שפנימית ל-I  רציפה בקטע fאם :משפט

fואם  '  x=0-לכל נקודה פנימית לI, אזf-קבוע ב  I.

I.יכול להיות פתוח, סגור, חצי פתוח או קרן 

.a∈Iנבחר נקודה :הוכחה

 בשני המקרים)I] (שחלקי ל-x,a] או [a,x  רציפה בקטע הסגור [x∈I ,fאז לכל

)I היא פנימית ל-x ל-a)  (כי כל נקודה שבין x,a) או ב-(a,x  גזירה ב-(fבנוסף, 

fלכן  ' c=0 לכלc שבין a-ל x.

f כך ש-x ל-a בין cלפי משפט לגרנז', קיים  x − f a = x−a f ' c =0

fמכאן  x = f a זה נכון לכל  .x∈I ולכןf  -קבועה בI.

=arcsinxarccosxמתקייםx∈[−1,1]הוכח כי לכל :תרגיל 
2

fהפונקציה :פתרון x =arcsinxarccosx[1,1−]היא רציפה בקטע

 כהפוכיות של פונקציות רציפות.arccosx ו-arcsinxכי 

fבנוסף,  x  גזירה בקטע−1,1 1−ומתקיים לכל x1:

f ' x =
1

1− x2
−

1

1− x2
= 0

[1,1−]  קבוע בקטע הסגורfלכן לפי משפט הקודם 

x∈[−1,1] :fמכאן שלכל  x  = f 0 = arcsin 0arccos0=0
2

= 
2

a]  מקיימות את תנאי משפט לגרנז' בקטע g  ו-fנניח כי :הערה ,b]

gאז בהנחה ש-  b≠g a :
f b− f  a

g b−g a
=

f ' c

f ' d 
))b-a (לאחר צימצום ב-(

.c=dלא מובטח כי 
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)Cauchy's Mean Value Theoremהכללה של קושי למשפט לגרנז' (

http://en.wikipedia.org/wiki/Mean_value_theorem#Cauchy's_mean_value_theorem

http://he.wikipedia.org/wiki/  משפט_הערך_הממוצע_של_קושי  

g) ו-a,b] וגזירות ב-(a,b  רציפות ב-[g  ו-fנניח כי :משפט '  x ≠0לכלx∈a ,b 

c∈aאז קיימת נקודה , b -כך ש
f b− f a 

g b− g a
=

f ' c 

g ' c 
 

:הערות

gאם.1 '  x ≠0לכלx∈a ,bאזg b≠g a

gכי אם נניח ש-  a=g  b

c∈aאז לפי משפט רול קיימת , b-כך שg ' c =0.וזו סתירה לנתון

משפט לגרנז' מתקבל כמקרה פרטי של משפט קושי..2

gבוחרים  x= x

hנסמן :הוכחה  x  =  f b− f a ⋅g  x  −  g b−g a  f x 

  יש תכונות כאלו)g  ו-f) (כי ל-a,b] וזגירה ב-(a,b  רציפה ב-[hאז 

hלכן    a = f  b⋅g a− g b⋅ f  a

     h b = − f a⋅g bg a⋅ f b 

hכלומר b=ha

c∈aולכן לפי משפט רול קיימת נקודה  , b-כך שh ' c=0

hולכן  '  c =  f b − f a ⋅g ' c − g b−g  a  f ' c  = 0

ומכאן נקבל את הנוסחה של קושי.
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0) – המקרה "L'Hôspital's ruleכלל לופיטל (
0”

http://en.wikipedia.org/wiki/L'Hôpital's_rule

http://he.wikipedia.org/wiki/  כלל_לופיטל  

נניח כי:טענה:

1.f -ו g גזירות בקטע פתוח  I המכיל את a-למשל אולי ב ,a.

2.g ' x ≠0 לכלx∈ I

3.lim
xa

f  x  = lim
x a

g x = 0

4.lim
xa

f '  x 

g '  x 
= L)L(עשוי להיות סופי או אינסופי 

limאז
xa

f  x 

g  x
= lim

x a

f '  x 

g '  x
= L

xaנניח כי :הוכחה , x∈I

Fנסמן  t ={ f t  t∈a , x ]
0 t=a

  G t ={g t  t∈a , x ]
0 t=a

a] רציפות ב-F, Gאז  , x])-גזירות ב ,a,x-ו (g ' t ≠0)-בa,x.(

].a,x מקיימות את כל תנאי משפט קושי ב-[F, Gמכאן שהפוקנציות 

acלכן קיימת נקודה  xx-כך ש
F  x− F a

G  x−G a
=

F ' cx 

G ' cx

כלומר 
f x 

g x 
=

f ' cx 

g ' cx 

xaהשיוויון הנ"ל נכון לכל  , x∈I לכל)x ישנו c x(מתאים

c, גםa שואף ל-xכאשר  x-שואף לaכי ac xx.

לכן 
lim
xa +

f x 

g  x 
= lim

x a+

f '  x 

g '  x
=

c x מפני ש-
a שואף ל-

L

limהוכחה דומה נכונה גם עבור 
xa-

f  x

g x
 

מן ההוכחה הקודמת נובע שמותר להשתמש בכלל לופיטל:הערה

xגם לגבולות חד-צדדים.  הכלל נכון גם כאשר ∞אוx −∞.

∞משפט דומה נכון למקרה ":משפט
∞”
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:דוגמאות

1.lim
x0

1− x2

2
−cosx

x4 =

' ' 0
0

' '


נכון בתאי

שהגבול מימין קיים

lim
x0

−xsinx
4x3 =

' ' 0
0

' '

lim
x 0

−1cosx
12x2


1−cosx

x2

=
1

12
⋅

−1

2
= −

1
24

2.        

lim
x0

ln 1 x− x
x2

2
−

x3

3
1−cosx 

2 =

' '
0
0

' '

lim
x 0

1
x1

−1x− x2

21−cosx  sinx
=

= lim
x0

ln 1 x−x
x2

2
−

x3

3

 1−cosx
2

x4 
נחשב  . 1

4
שואף ל-

את הגבול של יתר ביטוי

⋅x4

1−cosx
x2 =

1
2

ידוע כי

lim
x0

ln 1 x− x
x2

2
−

x3

3
x4 =

' '
0
0

' '


לופיטל

lim
x 0

 x1
−1

−1x− x2

4x3

=

' ' 0
0

' '


לופיטל

lim
x0

− x1
−2

1−2x

12x2 =

' ' 0
0

' '


לופיטל

lim
x0

2 x1
−3

−2
24x

=

' ' 0
0

' '


לופיטל

lim
x0

−6x1
−4

24
= −

1
4

     ולכן הגבול המקורי הוא 
−1

4
1
4

= −1

limגם בחישובי גבולות מהצורה :הערה
x0

f  x

sinx 
k כדאי לרשום 

lim
x0

f x 

 sinx
x 

k⋅xk
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.0מתאפסות בסביבת 



)07.01.10-ב (12שיעור 
(רב תודות לנעה בן-צבי)

חישובים נוספים של כללי לופיטל

1.0 lim
x ∞

e
x

x2 =
' ' ∞

∞ ' '


לופיטל

lim
x ∞

e
x

 x−1 = ...
פעמים k

= lim
x∞

e
x

 −1...−k1 x−k = *

ולכן−k≤0 טבעי.  נניח כעט כי −k0 ,kניתן להמשיך כך כל עוד 

 
* = lim

x∞

1
−1... −k1

k מספר חיובי כי

⋅ ex xk−


x זו חזקה אי-שלילית של
⋅1 ⋅או ולכן זהו גבול

= ∞

0 :limלכל :מסקנה
x∞

e x

x = limולכן ∞
x∞

x

e x = 0

eכלומר   x שואפת ל-∞ הרבה יותר מהר מכל חזקה שלx.

2.lim
x∞

lnx
x

=
' ' ∞

∞ ' '


לופיטל

lim
x ∞


1
x



1
= 0

3.0 lim
x ∞

lnx
x 2 =

t= xנציב

x t
1


lim
t ∞

ln t
1
 

t
= lim

t ∞

1


⋅
lnt
t

= 0

.xשואף ל-∞ הרבה יותר לאט מכל חזקה חיובית של lnx:מסקנה

4.
lim
x0+

x lnx =
0⋅∞

lim
x 0=

lnx
−∞ שואף ל-

 1
x 

שואף ל-∞

=
לופיטל

lim
x 0+

1
x

−
1

x2

= lim
x 0+

−x  = 0

5.lim
x0+

x x
=

' ' 00 ' '

lim
x 0+

e lnx x

= lim
x 0+

exlnx
= e0

=1

6.lim
x0+

x
1

lnx =
' ' 00 ' '

lim
x 0+

e lnx
1

lnx

= lim
x 0+

e
1

lnx
⋅lnx

= e

” לא מבטיח מראש דבר לגבי הגבול הנ"00המצב ":מסקנה

∞        או  ולגבי הגבול  " 
0”
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סיכום המבצים המיוחדים בחישובי גבולות

“1∞“ ,”0⋅∞“ ,”∞−∞“ ,”∞
∞“ ,”0

0“ ,”∞
0“ ,”00”

תחומי עליה וירידה של פונקציה גזירה

f, ואם I  גזירה בקטע פתוח fאם :משפט ' x 0 לכלx∈I

x1    ( אם I ממש ב-עולה  fאז  x2-בI אז f  x1 f x2(

x1לכל:הוכחה , x2∈ I:x1 x2  .f  -רציפה ב[ x1 , x2] כי f  -גזירה בI-ולכן רציפה ב I.

x1  גזירה בקטעfכמו כן  , x2מכאן לפי משפט לגרנז' קיימת נקודה  .

c∈x1, x2-כך ש 
f x2− f x1 = f ' c

0

x2−x1
0

 0
fולכן  x2

 f x1.

f ואם I  גזירה בקטע פתוח fאם :משפט ' x 0לכלx∈I

x1    ( לכל I ממש ב-יורדת  fאז  , x2∈Iאםx1 x2אזf  x1 f x2(

 אז:I  גזירה בקטע פתוח fאם :משפט

fאם .1 ' x ≥0לכלx∈ I אזf-מוניטונית עולה ב  I.

x1כלומר אם  x2 אזf  x1≤ f x2

fאם.2 ' x ≤0 לכלx∈ I אזf-מונוטונית יורדת ב  I.

f:דוגמה x =x3 ,f '  x=3x2≥0

  עולה ממש.  אבל בכל זאתfלכן לא מובטח מן המשפט הקודם כי 

f  x -עולה ממש בℝ.למרות שהנגזרת שלה אינה חיובית בכל מקום

.I וגזירה בכל נקודה שפנימית ל-I  רציפה בקטע fנניח כי :משפט

fכמו כן, נניח כי  '  x≥0 לכלx-שפנימית ל I אבל f ' לא מתאפסת 

.I  עולה ממש ב-fאז , Iבשום קטע פתוח חלקי ל-

בדף הבא...:הוכחה

119



x1לכל :הוכחה , x2∈ I  ,f  -רציפה ב[ x1, x2]-וגזירה בx1, x2

fלכן לפי לגרנז' נקבל שוב  x2− f x1≥0 כלומרf  x1≤ f x2.

x1 כך ש-x2ו-x1  לא עולה ממש אז קיימיםfאם  x2-וכך ש f  x1= f x2.

≥x1≤tאז לכל x2נקבל כיf x1≤ f t ≤ f x2

fכלומר t = f  x1 ולכןf-קבועה ב  x1 , x2

fאבל אז נקבל כי  ' t =0לכלt∈ x1, x2.וזו סתירה

fמכאן ש-  x1 f x2וזה נכון לכלx1 x2-בI.

  עולה ממש.fכלומר 

fאם :מסקנה '  x≥0לכלx∈ I ואםf '  -מתאפסת רק במספר סופי של נקודות בI

.I ב-עולה ממש  fאז 

f:דוגמה x =x−sinx-עולה ממש בℝ

fמצא את כל תחומי העליה והירידה של :תרגיל x =64x
7
3−7x

1
3

.ℝומוגדרת ב-ℝ  רציפה ב-f:תשובה

f ' x  =
64⋅7

3
x

4
3 −

7
3

x
−

2
3 =

7
3

x
−

2
3 64x2

−1 =
7
3

1


3 x 

2 64x2
−1

f  גזירה בכלx≠0  .f ' x =0 עבורx= 1
x=−1ו-8

8

x=−1
נק' מקסימום מקומית8

x= 1
נק' מיניםום מקומית8

x=0לא קיצום אך קריטי

רציפה בכל אחד מן הקטעים:  ' fנשים לב כי 

−∞ ,−1
8  , −1

8
, 0 , 0, 1

8  , 1
8

,∞
לא מתאפסת באף אחד מן הקטעים הנ"ל.  ' fו- 

המשך בדף הבא...
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פונקציה רציפה בקטע שאינה מתאפסת בקטע, לא יכולה לשנות סימן.

תקבל ערכים בעלי סימנים מנוגדים באחד הקטעים הנ"ל  ' f(כי אם הפונקציה 

 אז בגלל הרציפות ומשפט ערך הביניים היא חייבת להתאפס שוב – סתירה).

מקבלים כי:  ' fלסיכום: על פי סימן של 

f-עולה ב  −∞ ,−1
8 -וגם ב 1

8
,∞-ויורדת ב−1

8
, 1

8 .

 עצמהa  וגזירה בקטע למעט אולי a  רציפה בקטע פתוח המכיל את הנקודה fאם :משפט

aמשנה סימן ב-  ' f  ואם f נקודה קריטית של aאז אם 

.f של נקודת קיצון aאז 

  משנהf  לא מובטח ש-f נקודת קיצון של aבתנאים של המשפט שלעיל, אם :הערה

 ויורדת אחר כך" או להפך.a  “עולה לפני f.  כלומר, לא מובטח ש-aסימן ב-

f:דוגמה x ={x2 sin 1

x 22x2 x≠0

0 0

f-מקבלים 0  גזירה ב) f ' 0=0(מהגדרת הנגזרת

f היא נקודת מינימום מוחלט (ולכן גם מקומי) של ℝ  .0  גזירה ב-fלכן 

כי 
f  x  = x2

sin 1

x 2
≥1

2 ≥ 0
fו- x =0רק עבורx=0.

a0אבל אין שום קטע מהצורה  ,a , 0 שבוfיורדת  

b0      ואין שום קטע מהצורה  ,0,b שבוf.עולה  

∀ x≠0 f ' x  = 2xsin 1

x2 x2cos 1

x 2 −2

x3 4x = 2x sin 1

x 22− 2
x

cos 1

x2

0 טבעי כך ש-nקיים b0אז לכל 
1

2n
b0וגם

1

2n 
b

fאבל  '  1

 2n 0-ו
f '  1

 2n  =
2

2n
⋅2


מספר קטן

−2⋅2n⋅cos 2 n
מספר גדול

 0

חיובית.  ' fשבו 0,bלכן אין אף קטע פתוח מהצורה

a(ולא מהצורה  ,0 שבוf '  .(שלילית
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)12.01.09-א (13שיעור 

קמירות וקערות של פונקציות

Concavity )קעירות) and Convexity )קמירות) of Functions

הגדרה:

.I ב-עולה' פונקציה f) אם Convex (קמורה הוא I  בקטע fנאמר שפונקציה גזירה .1

.I ב-יודרת' פונקציה f) אם Concave (קעורה הוא I  בקטע fנאמר שפונקציה גזירה .2

 אזI  גזירה פעמיים בקטע f:  אם מסקנה

1.f קמורה אם ורק אם  f ' .I חיובית ב-'

2.f קעורה אם ורק אם  f ' .I שלילית ב-'

c∈s והופכת מקבורה לקעורה או להפך התקודה I  רציפה ב-fאם :הגדרה

.f נקודת פיתול של cנאמר ש-

מצא את תחומי הקמורות וקביעות ואת נקודת הפיתול של:תרגיל

f x =3x4−4x3

x  ! f  גזירה לכל f:תשובה '  x=12x3−12x2

f ' '  x  = 36x2−24x = 12x 3x−2

fלכן ' ' x 0 לכלx0 ולכלx 2
3

f ' ' x 0 0לכלx 2
3

∞−קמורה ב-  fולכן  ,0-וגם ב 2
3

,∞

,0קעורה ב-  2
3
-2 ו-0ו

נקודות פיתול.3
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  ולשרטט את הגרף שלה.f:  למצוא גם את תחומי העליה והירידה של תרגיל (המשך)

f-מוגדרת רציפה וגזירה ב  ℝ (פולינום), לכןf '  x=12x2 x−1

למצוא את נקודות הקיצון והפיתול של::תרגיל

f  x ={ x
1
3 x1

2− x3 x≥1

, לפי ההגדרה).x=1 (בודקים בנפרד ב-x ורציפה בכל x  מוגדרת לכל f:תשובה

f גזירה לכל  x1 ,x≠0-ב)x=0.((אפשר להוכיח שהיא לא גזירה 

 צריך לבדוק לפי ההגדרה).x=1(ב-x1  גזירה לכל fכמו כן 

f '  x={
1

3
3 x2

x1, x≠0

−3 x−2
2 x1

 f ' '  x={ −2
3
⋅

1
3 x5

x1, x≠0

−6x−2 x1

 x−22=2−x 2

2  x−2=22− x−1
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אסימפטוטות

)Vertical asymptotes  (אסימפטוטה אנכית

fהוא אסימפטוטה אנכית לגרף הפונקציה x=aהישר :הגדרה

 הוא אינסופי.a  בנקודה fאם לפחות אחד מהגבולות החד צדדים של 

f:דוגמה x ={
1

2− x
x≠2

3 x=2

lim
x2+

f x =−∞lim
x2-

f x =∞

.f אסימפטוטה אנכית לגרף של x=2לכן הישר 

).2,3ישר זה חותך את הגרף הנקודה (

  אין אסימפטוטה אנכית באותה נקודה.f אז לגרף של a  רציפה בנקודה fאם :הערה

lim(כי 
xa +

=lim
x a-

= f a(

  לא רציפה.fכדאי לחפש אסימפטוטות אנכיות רק בנקודות שבהן :מסקנה
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)Oblique asymptotes  (אסימפטוטות משופעות

 ∞הוא אסימפטוטה משופעת ב-y=axbנאמר שהישר הגדרה:

fלגרף הפונקציה   x אםlim
x∞

 f  x−ax−b=0

∞−באופן דומה מגידירם אסימפטוטה משופעת ב-

)Horizontal asymptotes(

)∞−או ב-∞ (ב-אסימפטוטה אופקית  נקרא y=b אז הישר a=0אם 

limהגדרה שקול לכך ש-
x∞

f  x =b או)lim
x−∞

f x =b.(

1,∞  מוגדרת ב-fנניח ש- משפט:

אם ורק אם:∞  ב-fאסימפטוטה משופעת לגרף של y=axbאז הישר 

lim
x∞

f  x

x
=a -וlim

x∞
 f x −ax =b

)∞−( משפט דומה נתון גם ב-

limאם:הסדר
x∞

 f  x−ax−b=0 אז גםlim
x∞

f x−ax−b
x

=0

כלומר 
lim
x∞ 

f  x 

x
−a−

a
x

0
=0

limלכן 
xa

f x 

x
=a

limואם מתוך 
x∞

 f  x−ax−b=0

limנובע ש- 
x∞

 f  x−ax=b

f:דוגמה x =ln x-מוגדרת ב0,∞

∞נחפש אסימפטוטה משופעת ב- 

a = lim
x∞

f  x

x
= lim

x∞

lnx
x

=
' ∞
∞ '


לופיטל

lim
x∞

1
x
1

= 0

b=limואז 
x∞

 f  x−ax=lim
x ∞

lnx−0=∞

.∞ולכן אין אסימפטוטה משופעת ב-

limושים לב ש- 
x0+

lnx=−∞-0לכן יש אסימפטוטה אנכית ב  .
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)14.01.09-ב (13שיעור 

fלמצוא את כל האסימפטוטות לגרף הפונקציה :*תרגיל x =x
3

x 2
sinx

 דוגמה לשאלה למבחן

.x≠0  רציפה בכל תחום הגדרה כלומר לכל fאסימפטוטות אנכיות.  :תשובה

.x=0לכן אסימפטוטה אנכית יכולה להיות רק ב-

lim
x0*

f  x = lim
x 0+

 x
3

x2
sinx  = lim

x 0+

 x
0


3
x

∞

⋅
sinx

x
1

 = ∞

:∞אשימפטוטות משופעות:  ב-

a = lim
x∞

f
 x

x
= lim

x∞

1
3
x3

0

sinx
חסומה


0

=1

b=lim
x∞

 f  x −ax  = lim
x ∞

3

x2
toward0

sinx
חסומה

= 0

∞ אסימפטוטה משופעת ב-y=xלכן הישר 

- כי אותם החישובים תקפים גם שם)∞−וגם ב-

מבחן הנגזרת השנייה לקיום נקודות קיצון

.aבעלת נגזרת שנייה רציפה בקטע פתוח המכיל את   fנניח ש-:משפט

fנניח ש- ' a=0:אז

fאם .1 ' ' a 0 אזa.נקודת מינימום מקומי 

fאם .2 ' ' a 0 אזa.נקודת מקסימום מקומי 

fאם .3 ' ' a=0.המבחן לא עוזר

אם הוא לא עוזר יש להשתמש בשיטות הרגילות.
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:הוכחה

fאם .1 ' ' a0-אז מאחר שf '  כך ש-a המכיל את Iרציפה קיים קטע פתוח '

f ' '  x0 לכלx∈I כי)lim
xa

f ' ' a=
רציפות

f ' ' a0

f עולה'

fשבו c,a (caלכן קיים קטע מהצורה ( aשלילית וקיים קטע (' ,b 
ab שבוf חיובי.'

הוכחה דומה עם חילוף סימנים (חיוביות ושליליות)..2

3.f  x =x4 מקיים
f ' 0=0
f ' ' 0=0-מינום.0ויש ב 

f  x =x3 מתקייםf ' 0=0 ,f ' ' 0=0-יש פיתול.0אבל ב 

:דוגמאות

1.f x =x2
−8x6lnx    (מציאת נקודות קיצון)

f רציפה וגזירה לכל  x>0.

f x =2x−8
6
x

=
2x2

−8x6
x

=
2 x2

−4x3
x

f ' x =0 כאשרx=1 או x=3.

  הנגזרת לא קיימת, לכן אלה הן הנקודות הקריטיותx>0אין נקודות בתחום 
.fהיחידות של 

f ' '  x=2−
6

x2 לכןf ' ' 1=2−60

 נקודת מקסימום מקומי.x=1לכן לפי מבחן הנגזרת השנייה 

f ' ' 3=2−
6
5

0 לכןx=3.נקודת מינימום מקומי 
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fנניח ש-.2 ' x =
e x2

−2x2
 x−3 x2

3

 x2
 x1

f ' 3=0.וזו נקודה קריטית יחידה

fאבל לא כדאי לחשבת את  ' '.

 נקודת מינימום מקומי.x=3לכן 

fלחקור את :שאלה  x = x2 e
1
x 

:תשובה

  תחום הגדרה ונקודות חיתוך עם הצירים:.1

−2,0נק' חיתוךx≠0תחום הגדרה 

  אסימפטוטות.2

תזכורת: אפילו אם הפונק' תמיד מוגדרת, עדיין יש לה אולי אסימפטוטות.

.x=0לכן תיתכן אסימפטוטה אנכית רק ב-x≠0  רציפה לכל f אנכיות:

lim
x0+

 x
 0

2 e
1
x

e∞=∞

=2⋅∞=∞

lim
x0-

f x = lim
x 0+

 x
0

2 e
1
x

e−∞=0

=2⋅0=0

 אסימפטוטה.x=0לכן הישר 

(טבלט סימנים :: ראו בדף הבא)

∞ב-:  משופעות

 a = lim
x∞

f x

x
= lim

x∞

x2e
1
x

x
= lim

x ∞ 1
1
x

0
 e

1
x

e0
=1

= 1

 b = lim
x∞

 f x −ax  = lim
x∞

[x2e
1
x − x ] = 3

limכי 
x∞

x e
1
x −1 =

t=
1
x

lim
t 0

e t
−1
t

=1

∞ אסימפטוטה משופעת ב-y=x+3לכן הישר  

 

∞−ב- 
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 a = lim
x−∞

f  x

x
= lim

x−∞

1
2
x

 0

 e
1
x

e0
=1

=1

 b = lim
x−∞

 f x −ax  = lim
x−∞

[ x2e
1
x − x ] = ' ∞−∞ '

 =
x=−t

lim
t ∞

[−t2e
−

1
t t ] = lim

t ∞

[t 1−e
−1

t 2e
1

−t ]

lim נחשב בנפרד את 
t ∞

t 1−e
−

1
t  =

t= 1
y


0⋅∞

lim
y0-

−
1
y

1−e y
 = lim

y 0

ey
−1
y

= 1

∞− אסימפטוטה משופעת גם ב-y=x+3לכן הישר 

  נגזרת ראשונה (עליה, ירידה וקיצון).3

f ' x  = [x2e
1
x ]

'

= e
1
xx2 e

1
x −

1
x 2  = e

1
x [1−

x2
x2 ] = e

1
x x2

− x−2
x2

f בתחום:  x  גזירה לכל fלכן  ' x=0-בx=2-ו x=-1.

f −1=−12e−1
=

1
ef 2=4e

1
2=4e

  קמירות, קעירות ופיתול.4

f ' '  x=[e
1
x 1−

1
x

−
2
x2 ]

'

= e
1
x −

1
x2 1−

1
x

−
2
x2 e

1
x 

1
x2 

4
x3 

   = e
1
x − 1

x 2
1
x3 

2
x4 

1
x2 

4
x3  = e

1
x⋅

1
x 4 5x2

   שרטוט:.5
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fלחקור את :תרגיל  x =
lnx
x

 

  תחום הגדרה ונקודות חיתוך עם הצירים.1

)1,0.  נקודות חיתוך עם הצריים (x>0תחום הגדרכה: 

  אסימפטוטות.2

f   רציפה לכלx>0-ולכן תיתכן אסימפטוטה אנכית רק ב x=0.

limנחשב: 
x0+

lnx
∞

x
 0

= lim
x 0+

lnx


−∞


1
x



∞

=−∞

 אסימפטוטה אנכית.x=0לכן הישר 

)∞אסימפטוטות משופעות:  ( רק ב-

 a=lim
x∞

f x

x
= lim

x infinte

lnx
x2 = 0

 b = lim
x∞

 f x −a  = lim
x ∞

 lnx
x

−0 =
לופיטל

0

 אסימפטוטה אופקית לגרף.y=0 לכן הישר 

3.f ' x=

1
x
⋅x−ln x

x 2
=

1−lnx

x2

 

4.
f ' '  x  =

− 1
x ⋅x2−2x⋅1−lnx 

x4 =
−x−2x 1−lx

x4 =
2lnx−3

x3

lnx=
3
2

 <=x=e
3
2

שרטט:.5

lnx
x

≤
1
x

x>0לכל 
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